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SIGNAUX ALEATOIRES

probabilité, on appellersignal aléatoire ou processus aléatoiran ensemble dfonctionsauquel on
adjoint une loi de probabilité.

Existe-il des signaux naturels qui soient intrinsequement aléatoires ? La plupart des phénoménes non-
guantiques peuvent étre décrits a l'aide d'équations de la physique : le jeu de pile ou face, si 'on connait
les caractéristiques physiques de la piéce, I'impulsion donnée, la densité et la composition de I'air, la tempé-
rature, la pression atmosphérique, la gravité locale, est un jeu dont le résultat est parfaitement prévisible. De
méme pour le tirage du loto. Simplement le systeme dépendant d'un trop grand nombre de variables et de
parameétres devient trop compliqué a décrire. D’autres exemples sont le signal de parole, I'électromyogramme
ou la mesure de l'activité cérébrale, dont on peut espérer qu’ils ne résultent pas de « tirages au hasard », sont
caractérisés comme des signaux aléatoires. D’autres signaux sont impossibles a caracépiseri «. ||
s'agit en particulier d’'un message transmis sur une ligne téléphonique (ou autre) : du point de vue du récepteur,
ce signal est aléatoire jusqu’'a sa réception. En effet si ce signal était déja connu du récepteur, son contenu
informationnel serait nul et il serait inutile de le transmettre. Ainsi, on pourra modéliser comme des signaux
aléatoires les signaux dont le processus de production est trop compliqué a décrire, ou méconnu, ou des signaux
pour lesquels I'aléa provient de la propre incertitude de I'observateur. A partir d’'un modélisation probabiliste,

il faut alors espérer que I'on pourra aboutir & une caractérisation intéressante et a des outils de traitement qui
pourront permettre d’extraire de I'information des signaux aléatoires.

D E LA MEME MANIERE qu’une variable aléatoire est un ensemble de valeurs caractérisé par une loi de

Notation:

On noteraX(t, w) un signal aléatoir&. Il s’agit d’'un ensemble de fonctions de la variableet ensemble
étant indexé par la variabl®. Un signal aléatoire est une quantité bivariée, dépendant a la fois du temps
et de I'épreuvew. Lorsque I'épreuve est fixée, par exempbe= ¢, on obtient uneéalisation du processus
aléatoire que I'on noter¥(t, &3) ou plus simplement (t). Lorsque la variablé est fixée, le processus aléatoire
se reduit alors a une simple variable aléatoire. En considérant le processus=ppusn obtient ainsi une
variable aléatoireX(t;, w), que I'on noteraX (w), ou X;. Enfin, on noteras les valeurs prises par la variable
aléatoireX.

1 Description d’un signal aléatoire
Les signaux aléatoires pourront étre caractérisés par le biais de deux types de description : une description

compléte qui permet de caractériser completement le processus, mais qui nécessite une connaissance €norme
et une caractérisation partielle, a partir des moments du processus aléatoire.

1.1 Description compléte

X(t,w) est connu s¥ty,t,,...,t,, etvk, on connait la loi conjointe

ou X;,X,, ..., X, sont les variables aléatoires associéeskaustants X(t, w), X(t,, w), ..., X(t,, w). En fait,
ceci est équivalent a dire que I'on connift, w) si I'on connait les lois de toutes les variables aléatoires



Page 6 Chapitre I. Signaux aléatoires

X(t;, w), ainsi que toutes les interactions entre ces variables, etvéeciLa connaissance a avoir est donc
gigantesque, et le plus souvent inaccessible, et I'on devra se contentedd&orgtion partielle

1.2 Description partielle

1.2.1 Description a un instant

On dit queX(t, w) est connu a un instant, $it;, on connait la loi de la variable aléatogt,, w). Celle-ci
est simplement une variable aléatoire au sens habituel, que I'on peut en général (si ceux-ci existent et hors
guelques cas de figures exceptionnels) caractériser a l'aidaa®gnts

Moments: on notera

my(t,) =E{X(t;,w)} = /xlpxl(xl)dx1 (1.1)
M () = E{X(ty, )"} = / X3Py, (%), (1.2)

Rappelons avec force que{E désigne I'espérance mathématique, que l'intégrale est prise sur le domaine
de variation de I'« amplitude » d§, c’est-a-dire deX(t, w) considéré a l'instant fixg. L'écriture

E{X(t,w)} = [ X(OPX(tw)dt,

(trop) souvent rencontrée dans des copies, indique une incompréhension attristante et constitue une erreur
impardonnable.

1.2.2 Description a deux instants

On dit queX(t, w) est connu a deux instants, 8, t,, on connait la loi conjointe des variables aléatoires
X(ty, w) etX(t,, w) :
Px,x,(X1,%)  estconnuert,t,.
La connaissance a deux instants nécessite donc de connditredtatistiqueentreX (i, w) etX(t,, w).

Notion de covariance
On appelle

Cx(ty,ty) = E{X(t)X(t,)"} = //xlx§p><l7>(2(xl,xz)dxldx2

fonction de covariancé.ll s’agit dans le cas général d’une fonction bivariée qui permet de quantifier un certain

« lien statistique » entre les variables aléatokXgst X,. Dans la mesure ou I'argument de I'espérance mathé-
matique fait intervenir le produit de deux variables aléatoires, et est donc homogene a un « carré », on parlera
de caractérisatioa I'ordre 2.

Remarque: En général, on ne peut pas exprimer la distribution conjqiyl'ggz(xl,xz) en fonction des distri-
butions pxl(xl) et pxz(xz), sauf dans le cas ou les variables sodependantesOn a alors

Px, %, (X1 %) = Px (X1)Px, (%)
et la fonction de covariance s'écrit simplement
Cx_(tlatz) =E {X(tl)x(tZ)*} =E {X(tl)} E {X(tz)*} )
soit Cy(ty,ty) = my (t)my ()"

Lorsqu’un tel signal estentré c’est-a-dire de valeur moyenne nulle, al@xg,t,) =0, pourt, # t,. Ce type
de signal aléatoire est appdiauit blanc (au sens strict).

1En toute rigueur, il faudrait réserver le termeatwariancea la formule précédente appliquée a des sigremmtrés pour lesquels
on a alors simplement une extension de la notion de variance d’une variable & deux variables aléatoires. Il s’agitfinctione
puisque ces deux variables dépendent respectiveménetis. Lorsque les signaux ne sont pas centrés, on pourrait parler de moment
d’ordre 2 croisé.
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2 Propriétés fondamentales

2.1 Stationnarité

La stationnarité est une propriété particulierement importante pour I'analyse des signaux aléatoires.

Définition 1 On dit qu'un signal aléatoire est stationnaire si ses propriétés statistiques sont invariantes par
translation dans le temps.

En ce qui concerne la description compléte, ceci se traduit par

Px (1) x(t,)... X(t) = PX(t,—1) X(ty—1)... X(t, 1)’

etsit=t,
Pxty) X(ty).. X(t) = Px(t;—t) X(t,—t,),... X(0)"

La distribution conjointe ne dépend plus alors quedel parametres, au lieu deparamétres initiaux. Ceci
va se prolonger a la description partielle : les moments, qui dépendent dans le cas général de I'instant considére,
deviennent des quantités indépendantes du temps dans le cas stationnaire. La fonction de cQu&yiay)ce
devient quant-a-elle une quantité dépendant uniquement de I'écart ettge
Pour la description partielle a un instant, on a ainsi

Pxt,~1) = - = Px(0)°

Px(t,)

Toutes les variableX(t;, w) possédent ainsi la méme loi & un instant. Par suite,

E{X(t)"} =E{X(t;— )"} =...=m{.

On en déduit donc que tolss moments sont indépendants du temps
A deux instants, la distribution conjointe ne dépend que de I'écart entre les deux instants et non des instants
eux-mémes :

Px(t,) x(t) = Px(t,~t,) x(0)"

On en déduit donc que

Cx(tyty) = E{X(t)X(ty)"} = E{X(t; ~z)X(0)"} = E{X(0)X(t; —t;)"} = E{X(t)X(t— 1)},

avect quelconque et =t; —t,. La covariance devient urfenction de corrélationqui ne dépend que de I'écart
de temps. On pose

R (1) = E{X(O)X(t—1)"}.

On peut vérifier la stationnarité en calculantisles moments, a tous les ordres. Ceci n’est pas forcément
utilisable, et on se contentera souvent d’étudier une stationmargéns faiblépar opposition a la stationnarité
stricte), en définissant une stationnarité a I'ordre 1 — le moment d’ordre 1 est indépendant du temps, et une
stationnarité a I'ordre 2 — moment d’ordrezifonction de covariance invariants par translation dans le temps.

Exercice 1 :Si
X(t, w) = A(w) cog2rtfyt),

ol A(w) est une variable gaussienne centrée et de varighoeérifiez queX(t, w) est stationnaire a
I'ordre 1 mais pas a l'ordre 2.
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2.2 Ergodisme

L'ergodisme est une propriété trés souvent employée, mais non vérifiable, a I'exception de quelques do-
maines de la physique. En traitement du signal, I'ergodisme sera le plus souvesstulat nécessaire pour
travailler.

On consideére un signal aléatoxgt, w). On notex (t) les différentes realisations de ce signal. On définit

M = _lim
0q') T%+ooT [T] %t
la moyenne temporellprise sur la réalisation durant toute son histoire. De la méme maniére, on définit les
moyennes temporelle signal aléatoir (t, w) par

1
X(t, )™ = lim —/ X(t, w)"dt.
X)) = lm = | X(t.0)
Dans le cas général, cette moyermstune variable aléatoirg/™ (w) dont les réalisations sont 1€%). De la
méme facon, on définit des moyennes temporelles croisées, comme

X(t, W)X (t— T, ) :TETW%/[T]X(t,w)X(t—r,w)dt.

Définition 2 Le signal Xt, w) est dit ergodique si les moyennes temporelles sont des nombres certains.

Cette propriété entraine donc, puisqueest une variable certaine, que toutes les « réalisations » prennent la
méme valeur. En ce qui concerne les moments, on a @fsiw)") qui est un nombre certain, ce qui entraine
) = (x5) = ... = (x}). On noteragu™ ce nombre.

Il est d'une grande importance pratique d’avoir a la fois stationnarité et ergodisme. En effet, dans ce cas de
figure, les moyennes d’ensemble (les espérances mathématique) et les moyennes temporelles sont égales.

Exemple(moments).
Ona

1
n _ - n
(X(t,w) >_TILm+mT mX(t,w) dt.

Si le signal aléatoire est ergodique, algXgt, w)") est un nombre certain et

E{(X(t,0)"} = (X(t,w)") = p".

Par conséquent,

T—+oo T

u = (Xt w)™ = _lim l/mE{X(t,w)”}dt,

. i l n
= Jfim 3 [ EXGond

= E{X(tw)"} =m,

ou la derniére ligne a été écrite en utilisant le fait quexXg, w)'} ne dépend pas du temps$it, w) est
stationnaire.
Dans le cas stationnaire et ergodique, on a donc

1
E{X(t,w)"} = lim = [ X(t,w)"dt
X(t@)} = lim = | X(t.o)d
ce qui signifie que I'on peut calculer les espérances mathématiques en effectuant des moyennes temporelles
sur des réalisations quelconques du signal. Ceci est d’'une grande importance pratique, car il est rare que I'on
dispose de plusieurs réalisations du processus (et encore moins d’une infinité), et de sa distribution de proba-
bilité. Notons cependant qu'il est au moins aussi rare que I'on dispose de réalisations du sigmafde» ;
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on ne pourra donc pas calculer exactement la valeur des moyennes par la formule précédente. On se contenter:
d’approcherle résultat par des moyennes temporelles sur la durée ou est connu une réalisation du processus.
On parle alors déstimation

Exemple(covariance).
Ona

. 1
X(t, W)X (t—T,0)) :Tlrrlm?/[T]X(t,w)X(t— 7).

Si le signal est ergodique, il vient

X(t, W)X (t— T, 0)) :Tmm%/m E{X(t, )X (t—T,w)}d,
et par stationnarité,
E{X(t, )X (t — T, @)} = Ry ()

est indépendant du tempsDans ce cas, on obtient
(X(t, W)X (t - T,0)) = E{X(t, 0)X(t— T,w)} = Ry (1),

soit finalement 1
Re(T) = E{X(t, @)X (t—T,0)} = lim = /m X(t, )X (t — T, )t

2.3 Le syndrome gaussien

Le signal aléatoire gaussien est déduit de la variable aléatoire gaussienne. Le signal aléatoire gaussien est
trés important en traitement du signal en raison de sa facilité d’emploi, de I'optimalité des méthodes du second
ordre pour les signaux gaussiens, et par son omniprésence liée au(x) théoreme(s) central limite.

On rappelle queX(t,w) est connu, au sens de la description compléte, si 'on connait la distribution
conjointe

Py Xty x(t) %o %) Vi b, b et vk

Le signal est un processus gaussien si touXlg@sw) sont des variables aléatoires gaussiennes. Or on sait
gu’une variable aléatoires gaussienne est entierement caractérisée par ses deux premiers moments. La des
cription & un instant nécessitera donc de connaiyr@) Vt, tandis que la description a deux instants impose
de connaitreC, (t;,t,) Vt;,t,. dans le cas d'un processus stationnaire, ceci se réduit a la connaissance de la
moyennem, et de la fonction d’autocorrélatioR, (7).

En introduisant le vecteut(w) de dimensiork

X(w)' = [X(ty, w),X(t,, ), ..., X(t, w)],

la distribution du vecteur gaussi{w) est

I PNV B PV S v
D) = e { 50 R m |
ou
my =E{X(w)} = [my(t),mx(tp), .. my(t)]",
= my[1, 1, ...,1]' dans le cas stationnaire
et

E{Xc(ty, w)Xe(ty, w)*}  E{Xe(ty, w)Xe(ty, )} ... E{Xc(t, w)Xe(t,, w)*}

I ot L R O B D

E {Xelte 0Xeltp @)} E{Xelte @)Xty @)} . E{Xeltp 00)Xelte )"}
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ou X désigne le signal centréX; = X —my. On obtient finalement

Ry (0) Ry (t2 — tl) o Ry (tk — tl)
_ Re(ti—t)  R(0) ... Ry(t—ty)
Rt —t) Reltb—t) ... R(0)

dans le cas stationnaire. Le termg est la moyenne du vecteur gaussk{w), etR est la matrice de corréla-

tion. La distributionp(X(w)) n’est autre que la distribution conjointe degariables aléatoireX (i, w), X (t,, w), ..., X(t,, w
Par conséquent, si 'on connait la moyemngt) et la fonction de covariandg, (;,t,), ou la moyennen, et

la fonction de corrélatiofR, (7) du processus (dans le cas stationnaire), on est capable d’écrire la distribution
conjointe, et ceci quelque soient legt pour n'importe quelle dimensiok Ainsi, dans le cas gaussien, la
connaissance de la moyenne et de la fonction de covariance suffit & caractériser entierement le processus

Une autre définition du processus gaussien est

Définition 3 Le processus K, w) est un processus gaussien si, quelque soit la fonction g

Z(w) = / gOX(t, w)dt
est une variable gaussienne.

On peut déduire de cette définition une propriété fondamentale des processus galss@m@etére gaussien
se conserve par transformation linéaiien d’autres termes, si I'entrée d’un filtre linéaire est gaussienne, alors
la sortie du filtre est également gaussienne.
Supposons donc quEt, w) est la sortie d’un filtre de réponse impulsionndl(e) et d’entréeX(t, w). Cette
sortie s’exprime donc sous la forme du produit de convolution
Y(t,w) = (X*xh)(t,w) = " h(t — 7)X(1, w)dt.

—00

A partir de la sortie¥ (t, ), on forme la variable aléatoii selon

y /g(t)Y(t,w)dt.

En écrivanty (t, w) en fonction deX(t, w) eth(t), il vient alors

- //:og(t)h(t —1)X(1, w)dtdr,

et en intégrant par rapport &t en posant alors

il reste simplement
Z= /w(r)X(r,w)dr.

SiX(1,w) est, par hypothése, un signal aléatoire gaussien, Zless une variable gaussienne, par définition et
d’aprés la relation précédent ayant été introduit comme une transformationYde w), avecg quelconque,
on en déduit qu¥ (t, w) est un processus aléatoire gaussien.

Ainsi, puisque le filtrage d’'un processus gaussien conserve le caractére gaussien, il nous restera a examiner
comment se transforment la moyenne et la fonction de corrélation, ces deux quantités suffisant a décrire un
processus gaussien stationnaire. Nous examinerons ces points dans quelques paragraphes.

Limportance des signaux aléatoires gaussiens, outre leur facilité d’utilisation liée a la manipulation de
seulement deux moments, provient également de I'importance quantitative des signaux gaussiens, liée au(x)
théorémes(s) central limite. Il existe en effet un certain nombre de théoremes qui indiquent qu’'un mélange de
variables aléatoires, tend, lorsque le nombre de variables dans le mélange augmente, vers une distribution gaus:
sienne. Ces théoremes se distinguent par les hypothéses faites sur les lois des variables, leurs liens statistique
ou des hypothéses sur les conditions de mélange. Une formulation simple est la suivante :
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Thoréme 1 Soit

ou X sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Alors, lorsgque-N, la variable Y tend
vers une variable aléatoire gaussienne de moyenne m et de varigyilie si m eta? sont les moyenne et
variance commune des variablgs X

Ceci indique, que comme c’est souvent le cas en pratique, lorsqu’un signal aléatoire est composé par la super-
position d’'un grand nombre de « signaux élémentaires », alors le signal résultant est bien approximé par une
distribution gaussienne. Rappelons qu’il existe d’autres théorémes limite qui prennent en compte des combinai-
sons linéaires quelconques de variables, qui peuvent étre liés, et dont les distributions peuvent étre différentes.

2.4 Signaux aléatoires a temps discret

A partir des signaux aléatoires précédemment définis « & temps continu », c’est-a-dire que la variable
d’évolutiont prend ses valeurs dar®, lon définit des signaux aléatoires « a temps discret », ou la variable
d’évolution n prend ses valeurs dans un ensemble disbiepaNexemple. Rappelons que s’il est commode
d’appelert etn des variables temporelles, celles-ci ne sont pas nécessairement homogénes a uh é&mps :
peuvent représenter une distance, un évolution d’'une intensité de stimulation ou autre.

On noteX(n, w) un signal aléatoir&X, un ensemble de fonctions de la variab)&et ensemble étant indexé
par la variablew. On noterax(n) uneréalisationdu processus aléatoire et on désigneraxpay ou X(n, )
une réalisation particuliere, obtenue powt= . Lorsquen est fixe, le processus aléatoire se réduit alors a une
simple variable aléatoire. Le processus aléatoire a temps discret ne se réduit pas a une collection de variables
aléatoires indépendantes ; ces variables aléatoires peuvent étre liées les unes aux autres, par le biais d'une
fonction de la variable d’évolution.

Un signal aléatoire a temps discret peut étre construit directement a temps discret, ou étre intrinséquement
de nature discréte, ou peut résulter de I'échantillonnage d’'un signal aléatoire a temps continu.

Les notions de description compléte et partielles, les définitions des moments et covariance, les propriétés
de stationnarité, d’ergodisme se transposent directement a partir du cas continu, a un trés faible aménagement
de notation pres. Nous poursuivrons donc la présentation en donnant les résultats pour ces deux classes de
signaux aléatoires, et en donnant les argumentations et exemples en se placant tantét dans un cas, tantdt dan
l'autre.

3 Propriétés énergétiques des signaux aléatoires stationnaires de puissance
moyenne finie

Les propriétés énergétiques des signaux aléatoires stationnaires sont décrites a I'aide des moments d’ordre
deux, c'est-a-dire des fonctions d’'auto et d’intercorrélation, dans le domaine temporel, et a l'aide des densités
spectrales de puissance, dans le domaine de Fourier.

3.1 Analyse dans le domaine temporel

Les notions importantes sont ici les notions de fonctions de corrélation et leurs propriétés.

3.1.1 Définitions et propriétés

Définition 4 Si X(t,w) et Y(t,w) sont deux processus aléatoires conjointement stationnaires, les fonctions
d’intercorrélation et d’autocorrélation sont définies par

. 1
Ryy(T) = E{X(t,w)Y*(t—T, w)}e:rngﬂmT . X(t,w)Y*(t — 1, w)dt,

Ryx(T) éE{X(t, w)X*(t—T, w)}e:rgTirrlm%/[T] X(t, w)X*(t — 1, 0)dt,
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et, & temps discret, par

A . o1 X i
RXY(k>:E{X(n7w)Y (n_k7 w)}e:rgNIl[TJ:ooN ZOX(nvw)Y (n—k,(})),
n=
N

Ry x (K) 2 E{X(n,w)X*(n—k,w)} = lim % Z X(n, w)X*(n—k, w).
n=0

ergN—+oo
Notons que si on note Ech I'opérateur d’échantillonnage et Corr I'opérateur de corrélation, alors on a
Corr[Ech[X(t,w)]] = Ech[Corr[X(t, w)]];
et c’est bien heureux, car les corrélateurs analogiques ne courent pas les rues.
Les fonctions de corrélation jouissent d’un certain nombre de propriétés que nous rappelons ci-dessous.
1. (Symétrie hermitienne)
Ryx(T) =E{Y(t,0)X*(t—T,0)} = E{Y(t+ T,0)X*(t,w)} = E{X(t,0)Y*(t+ T,0)}" = Ryy(—T).

On dit que l'intercorrélation est a symétrie hermitienne.
2. (Parité). En appliquant la propriété de symétrie hermitienne & I'autocorrélation, on obtient

Ryx(T) = Rkx(—T1).

3. (Centrage). Sin, est la moyenne d¥(t, w), en définissant pa%:(t, w) = X(t, w) —my le signal centré,
ona

Ryx(T) = Ry x (T) + mg.
4. (Autocorrélation et puissance). Pour un retardil, on a

. 1
Rex(0) =E{X(t @)} = im = [ IX(t.0)fdt =By

La fonction d’autocorrélation prise pour le retard i@}, (0), est simplement la puissance du signal. On
en déduit d'ailleurs qu&y(0) > 0.

5. (Maximum).A partir de I'inégalité de Schwartz,
| <xy> [P <<xx><yy>,

et en utilisant< x;,X, >=E {X;(t)X;(t)} comme produit scalaire, on déduit que
@) [Ryx(T)]* < Ryex(0)Ryy(0), VT,
(b) [Ryx(T)| <Rxx(0), VT,

Exercice 2 :Au sens du produit scalaire défini ci-dessus, démontrez I'inégalité de Schwartz en dévelop-
pant E{|X +/\Y\2} en un polyndéme en et en notant que ce polyndéme est toujours positif. A partir de
cette inégalité, retrouvez les deux propriétés de maximum.

6. La fonction d’autocorrélation edgéfinie non négative

> D ARx(T—T1))A; =0, Vi, ].
]

Ceci s’établit en développant{iEy; A, X(7;)|?}, qui est une quantité positive.
En reprenant cette démarche, on peut étudier

E{\/X(t,w)exp(—jant)dt\Z},
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expression qui nécessiterait quelques précautions d’écriture (la transformée de Fourier d’'un processus
aléatoire stationnaire n'a pas de sens). En développant tout de méme, on a

E{/X(t,w) exp(—j2nft)dt/X*(t’,w) exp(j2nft’)dt’}
://E{X(t,w)X(t’,w)}exp(—jan(t—t’))dtdt’
- / / Ry (t —t') exp(— j2rtf (t —t'))ctdl’,
soit, en posarnt—t' =T,
sxx(f)é/RXX(r)exp(—jznfr)dr >0.

On en déduit donc quka transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation est toujours posi-
tive. On dit aussi que le caractére défini non négatif se conserve par transformée de Fourier. Ce résultat
constitue le théoréme de Bochner.

7. (Mémoire). On a vu quiR,(T)| < Ryx(0). On appelle
A Ryx(T) E{X(t,w)X*(t—1,w)}
pe(T)= R..(0) > >
xx(0)  VE{IX(t @) E{X (t—1,w)?}
le coefficient de corrélation, dont on vérifie aisément qu'il est compris entre -1 et 1. |l s’agit en fait de

la fonction d’autocorrélation normalisée par rapport a son maximum. Lorsqu’au bout d’'un gdenps
coefficient de corrélation devient nul, le processus est dieoirefinie.

3.1.2 Notion de bruit blanc

Un bruit blanc est un modéle de signal aléatoire « limite » que I'on rencontrera trés souvent. Le bruit blanc

est un bruita corrélation microscopiquec’est-a-dire qu’entre deux instants, si proches soiengils) = 0.
On pose, par définition,
A NO
Ryx(T) = 75“),
ou d(1) est la distribution de Dirac. On peut noter des a présent que la transformée de Fourier de cette fonction
d’autocorrélation, que I'on a déja not€g, (), est uneconstanted’amplitudeN,/2.
Ny

Six(f) = TF[Rxx(1)] = o
Par ailleurs, en se souvenant drg (0) représente la puissance moyenne du signal, on constate que le bruit
blanc posséde une puissance moyenne infinie. .. Il s’agit donc d’'un modéle délicat a manipuler.

On peut distinguer plusieurs types de bruit blanc : si toutes les variables aléatoires que I'on peut extraire
du signal sont indépendantes, le bruit est blanc, puisque I'indépendance entraine la décorrélation. Par contre,
toutes les variables peuvent étre décorrélées sans étre nécessairement indépendantes. On parlera alors de brt
blanc au sens fort (ou au sens strict), dans le premier cas et de bruit blanc a I'ordre deux dans le second. Notons
gu'il existe un certain nombre de situations intermédiaires.

Exercice 3 :Montrez qu’un bruit blanc est nécessairement de valeur moyenne nulle.

Exercice 4 :On considere un signal aléatoldgt, w) n’existant que sur l'intervalle de temfi@ T]; et
on s'intéresse au signal périodique

X(t,w) =Rep U (t,w)] = ZU (t—KT, w).

1. Montrez queR,, (1) =0 pourt ¢ [-T,T].
2. Montrez queR, 4 (T) est une fonction périodique de périofleet exprimezR,(7) en fonction de

Ryu (7).
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Exercice 5 :On considére le signal aléatoire a temps dis¥ret, w), d’autocorrélationR  (k), et on
définit
Z(n,w) = X(n,w) +aX(n—ny, w).

Calculez la fonction d’autocorrélation d&n, w).

3.2 Transformation des fonctions aléatoires par filtrage

On étudie ici comment sont transformés les signaux aléatoires, ou plus exactement leurs caractéristiques,
lors d’un filtrage linéaire. On s'intéressera d’abord a la représentation temporelle, transformation de la moyenne
et des fonctions de corrélation, et établirons la formule des interférences et ses conséquences, puis nous exami:
nerons la transformation des caractéristiques du signal dans le domaine fréquentiel.

3.2.1 Rappel

On rappelle gu'un filtre est un systéme linéaire invariant dans le temps (stationnaire), que I'on peut décrire
par une équation différentielle & coefficients constants ou par une intégrale de convolution. A temps continu, si
X(t,w) est I'entrée du filtre de réponse impulsionnéi(¢), on a

Yt @) = (Xh)(t, ) = /X(u, w)h(t — u)du = /h(u)X(t U, w)du.

A temps discret, sK(n, w) est I'entrée du filtre de réponse impulsionnéi(@), on a

Y (n,w) = (X*h)(n, w) ZX m, w)h Zh X(n—m, w).

3.2.2 Transformation de la moyenne

On notem, la moyenne de la sortie du filtre, et on effectue le calcul a temps discret.

mYzE{Y(n,w)}:E{Zh(m)X(n—m,w} Zh NE{X(n—mw)} = mXZh

La moyenne de la sortie est donc simplement la moyenne du signal d’entrée affectée d fgutenir Or si
I'on considére la transformée de Fourké(f) deh(m),

f)= Z h(m) exp{j2rrfm}
m
(transformée de Fourier a fréquence continue), on note que pour la fréquence nulle, on retrouve
= Z h(m)
m

Ainsi, la moyenne en sortie s’écrit

m, = myH (0 mxzh

La moyenne de la sortie du filtre est la moyenne de I'entrée, multipliée par le gain complexe (la fonction de
transfert) pour la fréquence nulle.

Exercice 6 :Montrez que pour un signal aléatoire a temps continu, on a les formules analogues :

m, =mH(0) =m, [ h(udu
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3.2.3 Théoréme, ou formule des interférences

La tres importante formule des interférences permet de relier I'intercorrélation entre les sorties de deux
filtres, aux intercorrélations des entrées de ces filtres. La figudécrit le dispositif expérimental.

{Yl(”aw> = (Xpxhp(n w),
YZ(nvw) = (XZ*hZ)(nvw)v

FiG. I.1: Dispositif pour la formule des interférences

Calculons lintercorrélation entrg (n) etY,(n) :
Ryy, (M) = E{Y,(n.@)¥5 (n—m.w))} = E{(X,*hy)(n,@))(X; *h5)(n—m.))}
Les deux produits de convolution s’écrivent

(X xhy)(n, ) = Y X (uwhy(n—u) = Y hu)X-uw),
Xoxh)(n—-mw)) = 5 XVw)h(n-m-v) = h

et
Ryy,(m = E{le (n—u, w)hy (u )ZXz*(n—m—v,w)hE(V)}
= E{ZZX (N—u,w)h (X5 (N—m—v,w)h5(v)}
En effectuant la somme suyon voit apparaitre un produit de convolution erjret RXlxz’ exprimé en(m+v) :
Ryy, (M) = Z(hl*Rxlxz)(m+V)h§(V)

= Y (xR )(m+ V) (=),

\

ou I'on a pos (2 (V) h2( v). Dans cette relation apparait a nouveau un produit de convolution, cette fois-ci
)

entre(h; *Ry x ) ethi():

Ry, (M =5 (h Ry )(m+v)h - (-v)

Vv

= ; hy %Ry x,)(M— \/) )

= (hl*Rxxz*h* ))( m).
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On en déduit donc la formule des interférences :

Ry, (M) = <hl #Ryx * h;H) (m) |.

Exercice 7 :Etablir la méme relation en continu.
Conséquences

1. Considérons non plus deux filtres, mais un filtre unique (voir figRyeOn peut appliquer la formule
des interférences, en prenant

X, =X, =X,
hy=h,=h
X(I’]7 OJ) Y(n, w)
h(n)

FiG. I.2: Filtre unique

Les deux sorties sont évidemment éga¥es; Y, =Y, et 'on obtient

Ryy(m) = (hx Ry h* ™)) (m) |

2. On cherche maintenant a établir 'expression de l'intercorrélation sortie-entrée d'uRfjitre). Pour
cela, on peut appliquer la formule des interférences avec un premier filtre d’ef{iné®), de réponse
impulsionnelleh(n) et de sortieY(n,w), et un second filtre unitaire, c’est-a-dire d’entdéén, w) de
réponse impulsionnell&(n) et donc de sorti&(n, w). On considéere ainsi :

X, =X, =X,
Y, =Y,
Y,=X,h =h,
h,=3.

Dans ce cas, I'application de la formule des interférences fournit :

Ryx(m) = (h=Ryy) (M) |

L'intercorrélation sortie-entrée s’exprime donc comme un filtrage de I'autocorrélation de I'entrée, ce
filtrage étant analogue a celui-qui lie la sortie et I'entrée du filtre.

Application :identification de réponse impulsionnelle

La maniére classique d'identifier une réponse impulsionnelle consiste a recueillir la sortie du filtre a une
impulsion de Dirac... Ceci nécessite donc d’étre capable de générer une impulsion de Dirac; or il n'est évi-
demment pas possible de générer une telle impulsion, qui devrait étre de largeur nulle et d’amplitude infinie.
Par ailleurs, si la sortie du filtre est bruitée, la réponse impulsionnelle ainsi identifiée sera inexploitable.

SiI'on prend pourX(t, w) un bruit blanc, il est possible d’identifier la réponse impulsionnelle : en effet, si
X(t, w) est blancRy (T, w) = N,/25(T), et

Ryx(T) = (h* %5) (1) = “On(r).
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X(t, w) Y(t, w) Z(t,w)
h(t) {4

l

FiG. 1.3: Mesure de la réponse impulsionnelle d'un filtre bruité

B(t, w)

Lorsque la sortie est bruitée, par exemple par un Biitw) tel que
Z(t,w) = Y(t,w) +B(t,w),

ou I'on supposerd(t,w) non corrélé a I'entré&(t, w) (ces deux quantités n'ont pas de raison particuliere
d’étre corrélées entre elles, d’autant plus qu’on est maitre de I'entrée), on peut appliquer la méme démarche :

R(1) = E{Z(t,w)X*(t—1,w)} =E{(Y(t,w)+B(t,w))X*(t—1,w)}
Rex(T) + Rex(1) = (h«38) (1) = %hi(1);

puisqueRg, (T) = 0 (non corrélation). Les résultats restent donc inchangés en dépit de la présence d’un bruit
additif non corrélé a l'entrée. La méthode d’identification de réponse impulsionnelle par intercorrélation sortie-
entrée est insensible a un bruit d'observation. Par ailleurs, elle ne nécessite pas I'application d’'une impulsion
de Dirac impossible a réaliser. Il restera cependant a générer un bruit blanc, ce qui peut étre aussii @ifficile (
impossible) que la génération d’'une impulsion de Dirac. Il est possible de se contentéruitunlanc dans

la bandedu filtre (nous donnerons plus loin la signification de cette expression), ou on peut travailler & temps
discret, ou, comme nous le verrons également, il est possible de générer un bruit blanc discret.

Exercice 8 : Considérez le probléme de I'identification d’un filtre dans lequel la settlentrée sont
perturbées par un bruit additif : si on appligdét, w) au filtre, I'entrée réelle es{(t, w) = X(t,w) +
B,(t,w) , et la sortie observee ea(t,w) = Y(t,w) + B,(t,w), ouY(t,w) est la sortie liee & (t, w)
et B,(t,w) est un bruit d’'observation. Vous supposerez ¥\t w) est blanc, que(t, w), B (t, w) et
B,(t, w) sont non corrélés. Dans ces conditions, montrez que l'identification de la réeponse impulsionnelle
par intercorrélation est possible.

3.3 Analyse dans le domaine fréquentiel

En repartant de la formule des interférences

Ryy,(m) = <h1 *Ry x, * h;H) (m),

on obtient simplement, aprés transformée de Fourier,

Sy, (1) = Hy (NS, (NH3 () |

ol Sy, (f), S x,(f),H,(f) etH,(f) sont respectivement les transformées de FouridR de(m), Ry x (M),
h,(m) eth,(m).?

Conséquences :

2| a transformée de GURIERdeh* (—t) vautH*(f).
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1. Enprenany; =Y, =Y, X; = X, = X etH; = H, = H, c’est-a-dire que I'on considére un seul filtre, il
vient

Siv(F) = Six(DIH(F) 7]

2. SiH,(f) etH,(f) sont deux filtreslisjointsen fréquence, alors

SMUBY

On en déduit que
Ry y,(T) =TF[S, y ( f)]t=TF0*=0.

si les filtres sont disjoints en fréquence, l'intercorrélation des sorties est nulle.

Application Considérons deux filtres parfaits autour de deux fréquences fueed,, de méme en-
trée X (t,w). On aY;(t,w) = X(f,, w)exp(—j2mft), etY,(t,w) = X(f,,w)exp(—j2mf,t)>. Dans ces
conditions,

Ryy,(0) =E {X(fy, 0)X"(fp, w) } exp(—j2m(f, — f,)t) =0,
soit
On dit que les composantes spectrales sont décorrélées.

Notion de densité spectrale de Puissance

La densité spectrale de puissance représente la répartition de la puissance du signal dans le domaine fréquentiel
Il s’agit exactement de la méme notion que celle de densité de probabilité : lorsque I'on veut calculer probabilité
qu’une variable aléatoirng appartienne a un certain intervalie x|, il suffit d’intégrer la densité de probabilité

de la variable entre ces deux bornes :

PI(X € [Xg,%]) = /X ™ b ().

Sion appellD,(f) la densité spectrale de puissance d’un signal aléaxgirev), alors la puissance du signal
portée par les composantes fréquentielles comprises gmiré, s’écrit

f2
Pux(f € [fy, f5]) :/f Dy (f)df.

Des lors, la puissance totale du signal s'écrit
+oo
Pux = " Dyx(f)df.

Or on sait que, pour un signal stationnaire et ergodique,

) 1 +T

Par ailleurs,
Rxx(T):/_w%(x(f)eXp(jZNfT)dﬁ
soit, pourt = 0,

Rxx(o) =Px = /_i%(x(f) df.

La transformée de Fouri&,,(f) de la fonction d’autocorrélation est ainsi une bonne candidate pour étre la
densité spectrale de puissance. Notons cependant, cette derniére relation ne prouve pas qu’elle le soit.

SCette écriture n'est pas rigoureuse, car la transformée de Fourier n'est pas définie pour des signaux aléatoires stationnaires. |l
faudrait ici utiliser la représentation deREMER — voir §3.4.
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Considérons un filtre parfait, dont le module de la fonction de transfert est d’amplitude un dans une bande
Af centrée sur une frequendg et nul ailleurs :

H(h|=1 pour f e [f,— &, fo+5]
IH(h)| =0 ailleurs.

NotonsY (t, w) = (h« X)(t, w) la réponse de ce filtre & une entXé@, w). La puissance de la sortie est donnée
par

Ry= RYY(O> = /j;sw(f) df,

or la formule des interférences fournit

Sev(() = Sex(HIH(F)[2,

avec les conditions sur le module He f) données précédemment. On obtient donc

Af Af /fo+AJ
f

Ry(felfo—=5fot 51 = Sy (f) df,

_af
0”2

ce qui correspond bien a la définition de la densité spectrale de puissance : la puissance pour les composantes
spectrales comprises dans un intervalle est bien égale a I'intégrale de la densité spectrale de puissance sur ce
intervalle. SIAf est suffisamment faible, on pourra considérer la densité spectrale de pui§sdriggeomme
approximativement constante sur I'intervalle, et

Af Af
Rev(f € [fo— 5 fo+ 51 = Sex(TAT.

Cette derniére relation indique que la densité spectrale de puissance doit s’exprimer en Watts par Hertz. Par
ailleurs, lorsqueAf tend vers 0, la puissance recueillie est de plus en plus faible. Four 0, la puissance

obtenue est ainsi normalement nulle, sauf si la densité spectrale elle-méme est constituée par une « masse » df
Dirac (de largeur nulle mais d’amplitude infinie) & la fréquence considérée.

Notons que le filtre que nous avons défini ci-dessus n’est défini, par commodité de présentation, que pour
les fréquences positives. Sa fonction de transfert ne vérifie donc pas la propriété de symétrie hermitienne des
signaux réels : la réponse impulsionnelle associée est donc complexe et & fottigégalement complexe.

En restaurant cette symétrie, c’est-a-dire en impolsdiiy = H*(—f), ce qui entraine (notez le module &e

{ H(f)
H(f

)
— o+ fot 5

Prv=[ .y SexDaf+ [ 7 Sl .
02

—fo—7

|=1 pour|f|e [fO—A—Zf,fOJrA—Zf]
| =0 ailleurs,

la puissance en sortie est

o

La densité spectrale de puissance d’'un signal aléatoire réel est une fonction paire, ce qui conduit enfin a

fo+ %
Ry = 2/ Af SXX(f) df,
fo-%
relation qui indique que la puissance se partage équitablement dans les fréquences positives et négatives.
Exemple:

Considérons le cas d’'une sinusoide a amplitude et phase aléatoire
X(t, w) = A(w) sin(2mtft + @(w)),

ol A(w) est une variable aléatoire centrée de variastcet @(w) uniformément répartie su@, 271, indépen-
dante deA(w). La fonction d’autocorrélation de ce signal vaut

o2
Ryx(T) = 7005(2nf0r).
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Par transformée de Fourier, on obtient la densité spectrale :

2
Sex( ) = S 18(1 + o)+ 8( = To).

Enfin, en intégrant la densité spectrale

2 2
/%[5(1‘ + o)+ 3(F — fo)ldf = 7,

on retrouve la puissance de la sinusom?e/,Z, comme il se doit.

Les fonctions de corrélation et les densités spectrales de puissance forment des paires de transformées de
Fourier :

Rux(T),
Ry (T),

11

ou S« (f), Syy(f) sont les densités spectrale de puissance et de puissance d’interaction, respectivement. Ces
relations constituent le théoréme de Wiener-Kintchine-Einstein.

3.4 Lareprésentation de Cramér

Un processus aléatoire stationna¥t@, w) n'admet pas de transformée de Fourier. En effet, si le processus
est stationnaire, il est défini sur toRt, et/ |X(t, w)|dt ne converge pas. Il est ainsi impossible de définir la
transformée de Fourier d'un processus stationnaire au sens habituel. Il est cependant possible d’associer aux
signaux aléatoires stationnaires au sens large une représentation spectrale : c’est la représentation de Cramé
Cette représentation fait intervenir la théorie de la mesure. On peut représenter un processus aléatoire selon la
transformée de Fourier inverse o

X(t,w):/ exp(j2mtft) dZ(f, ).

La quantité &(f, w) est appelééncrément spectralOn notera qu'il s’agit d’un signal aléatoire dépendant de
la variable f. Lorsque le processus est stationnaire au sens large, I'incrément spectral posséde les propriétés
suivantes :

1. lincrément est moyenne nulle
E{dZ(f,w)} =0,

2. les incréments a des fréquences différentes sont décorrélés
E{dZ(f,,w)dZ(f,,w)"} =0 si f, #f,,
3. la densité spectrale de puissance est liée a la valeur moyenne du module carré de I'incrément spectral
E{|dZ(f, w)[?} = Sx(f)df.

L'incrément spectral A(f,w) est ainsi un processus de moyenne nulle et décorrélé. On peut le considérer
comme un bruit blanc (a I'ordre 2) dans le domaine fréquentiel (pas de corrélation, sauf pour le « retard » nul).
La seconde propriété constitue la formulation rigoureuse indiquant la propriété de décorrélation des compo-
santes spectrales.

On retrouve le lien entre puissance et densité spectrale de puissance en cal{jmmn&?} en terme
des incréments spectraux :

E{X(tw?} = E{/+°°exp(j2nf1t)dZ(fl,w)/:wexp(—jzmzt)dZ(fz,w)*}

00

= /_Ho /_:o exp(j2n(f, — f,)t) E{dZ(f;,w)dZ(f,, w)*}.

00

En tenant compte de la propriété de décorrélation, I'intégrande n’est non nul qué pobir= f,, et

E{xt o) = [ E{z(t o)) = [ st



4. Un exemple d’application : le filtrage adapté Page 21

3.5 Bruit blanc a temps discret

Nous avons déja noté I'impossibilité de disposer d’un bruit blanc théorique a temps continu, puisqu’un
tel signal devrait étre a corrélation microscopique, présenter une densité spectrale de puissance constante pou
toutes les fréquences, et par suite une puissance infinie. Notons aussi que ce signal serait aussi a variance
infinie. .. Il s'agit donc d’'un modéle mathématique commode mais irréaliste.

Il est par contre possible de générer sans difficulté un bruit blanc a temps discret. Pour illustrer ceci (ce
n'est pas une méthode de construction), considérons un signal aléatoire dont la bande est constante sur la zone
de fréquencé—B/2,B/2] et nulle ailleurs. Ce sera par exemple un signal de bande suffisamment large que I'on
aura limité entre-B/2 etB/2. NotonsN, 'amplitude de la densité spectrale de puissance. Ce signal a pour
fonction de corrélation la transformée de Fourier inverse de la densité spectrale de puissance que nous venons
de définir, soit \ _

Rex(T) = TR Y[=Preck()] = NOB%T:’T).
Le signalX(t,w) étant & bande limitée par construction, il est possible de I'échantillonner, ce que I'on effec-
tue a la fréquence de Shannon, c’est-a-dire dgee B. Dans ces conditions, la fonction de corrélation du
signal aprés échantillonnagén, w), est la fonction de corrélation du signal a temps continu, échantillonnée

au rythmeFe:
sin(krt)
Ryy(kTe) = N,B .
wx (KTe) 0

Il est aisé de voir que cette fonction de corrélation n’est non nulle quekpeu, et que I'on a

On notera aussi
Ryx(K) = NoBd(K),

ou o(k) représente cette fois-ci le symbole de Kronecker, le « Dirac & temps discret », qui vaut un lorsque
son argument est nul, et est nul sinon. Le signal que nous venons de définir posséde donc des échantillons
deécorrélés, présente une variance fi§jB. Du point de vue spectral, I'échantillonnage a périodisé le spectre
initial tous lesFe = B. Le spectre de départ étant constant dans la banBg¢2, B/2], cette périodisation, a la

limite du recouvrement, conduit & un spectre constant pour toutes les fréquences. Ce signal présente ainsi toutes
les caractéristiques du bruit blanc.

4 Un exemple d’application : le filtrage adapté

4.1 Contexte

En sonar ou en radar, on cherche a localiser une « cible » (vocabulaire consacré) — cette cible peut étre le
sol, un batiment, une interface (en sismique réflexion) ou un avion ennemi (pour les guerriers). Pour cela, on
procéde de la facon suivante : on émet un sigfial qui parcourt la distance jusqu’a la cible, sur laquelle
il est réfléchi en direction d’'un récepteur. Le récepteur est souvent couplé a I'émetteur, et recoit alors le signal
atténué, retardé et bruité

Y(t,w) =ast —t,) + B(t, w).

L'atténuationa est supposée connue ; le bruit additif est en général supposé gaussien, pas nécessairement blanc
et il s’agit de déterminer le retatgl correspondant au temps d'aller-retoyie= 2d/c.
4.2 Maximisation du rapport signal-a-bruit

Considérons simplement pour le moment le modéle
Y(t, w) = x(t) +B(t, w).

L'approche habituelle consiste a rechercher a minimiser I'effet du bruit d’observation. On cherche alors a
construire un filtren(t) tel que le rapport signal-a-bruit en sortie soit maximal, & un infaappelé instant de
décision. Cet instant devra étre défini pour que I'observation ait été effectuée et que le filtre ait agi.
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NotonsZ(t, w) la sortie du filtre de réponse impulsionnefig). On a alors
Z(t,w) = (hxY)(t,w) = (h=x)(t) + (h«B)(t, w).

On écrit ainsi la sortie comme la somme de la sortie non-bruitée et de la contribution du bruit. Le rapport
signal-a-bruit vaut ainsi
o) = — O
E{l(h=B)(t, w)[?]}
ou le numérateur représente la puissance instantanée de la sortie non bruitée et le dénominateur la puissance
liée au bruit. On évalue ce rapport signal-a-bruit & I'instant de décigion

(TP
P = E{lh=B)(T, )}

En développant les produits de convolution, on obtient

R ~udu?
E{[/7ZhWB(T — U w)du]}

p(T)

En ce qui concerne tout d’abord le dénominateur, il s’agit la de la puissance d’'un signal aléatoire a la sortie
d’un filtre, et 'on a donc

00

e{(h-B)t )]} = [ Sp(fdt =0 [ (DL,

ol o2 est la puissance du bruit d’entrée.
L'inégalité de Schwartz permet de majorer le numérateur :

+00 +0oo +
[ hux(T —wdul? < / Ih(w)[2du / 3 (T — u)2dy,

avec égalité lorsque les vectetn(s)) etx (T —u) sont colinéaires. L'égalité de Parseval-Plancherel, qui exprime
la conservation du produit scalaire entraine que

+00 ) +00 5
/ Ih(u)| du:/ IH(f)[2df.
On en déduit donc que le rapport signal-a-bruit est majoré selon
TEXH(T —u)Pdu By
g2 ~ o2

p(T) <

ou Ex est I'énergie du signal(t). L'égalité est atteinte lorsqugu) etx (T — u) sont colinéaires, c’'est-a-dire

h(u) =kx (T —u)),

ou k est une constante arbitraire. Le filtre optimal maximisant le rapport signal-a-bruit en sortie, a I'lhstant
est ainsi le filtre dont la réponse impulsionnelle la copie retournée et décalée dans le temps du signal que I'on
cherche a retrouver. En ce sens, le filtre est adapté au signal.

La relation de filtrage d¥(t, w) avec une « copie retournée » équivaut en fait a effectuer une intercorrélation
(au sens déterministe). En effet,

Z(t) = /+w h(u)y(t —u)du= /+w X*(T —u)y(t —u)du

tob e
= XY(T+V)y(t+v)dv= / X' (T —t+v)y(v)dv,

soit
Z(t) = Rx(T —1t).



4. Un exemple d’application : le filtrage adapté Page 23

Le récepteur optimal consiste donc a calculer 'intercorrélation entre le signaj(te@t le signal attendu(t).
On parle alors souvent de récepteur a corrélation.

Application en Sonar-Radar

Dans le développement précédent, on a supposé conx@jtr®r, dans le contexte sonar-radar, le signal a
détecter esagt —t;), oua ett, sont inconnus. On utilisera alors comme filtre adapté le filtre adagité, &oit

h(t) = ks (T —t).
Dans ce cas, la sortie du filtre est, en terme d’intercorrélaBa(il —t). En reprenant avec

y(t) =ast —t) +b(t),

on obtient

Z(t) = Rys(T —t) = aReg(T +1t; —t) + R (T —1).
L'effet du filtrage est alors de minimiser le terme de « bruR %T —t). Par ailleurs, on sait que I'autocorré-
lation est maximale en 0. Dans notre cas de figure, la sz{tfiesera maximale pour= T +t,. A partir de ce
maximum, on peut alors déduire la valeur du retgret la valeur du facteur d’échell® Le choix du signal
s est important : on cherchera a ce qu'il présente un pic d’autocorrélRidres prononce, afin de localiser
facilement le maximum et permettre éventuellement la détection simultanée de plusieurs échos.

4.3 Approche probabiliste

Il n’est pas forcément nécessaire de rechercher une maximisation du rapport signal-a-bruit pour faire appa-
raitre le filtre adapté. On peut poser le probléme en termes probabilistes et rechercher la distriosi@niori
du retardy, compte tenu des observations.

Les données du probléeme sont alors I'équation d’observation

y(n) =as(n—n,) + b(n). (1.3)

et le signal émis(n).

On rappelle la régle deA&YEs qui lie la probabilitéa priori p(x), la vraisemblancg(y|x) et la distribution
a posteriori gx|y) :

p(xly) O p(y[x)p(x). (1.4)

Dans ce probleme de réception, on s’'intéresse a déterminer le reigydrtir des observationgn) et de
la connaissance du signal énsi$). On cherchera donc a établir I'expression de la distribuéiguosteriori
p(rly(n)).

On suppose que le bruit additif est gaussien, centré, de varignta probabilité d’observey si le retard
T est connu (c’est-a-dire alors ga@ — r) est connu), est alors donnée par

_ () —s(n—r)'(y(n) —s(n—r)
p(y‘r) - \/mexp( 20.2 . (|5)
En prenant pour une distribution uniforme entre 1 bk la distributiona posterioriest simplement
n) —s(n—r)t(y(n) —s(n—r
plrly) Dexp( - H=SA=J=s0=1)), (1.6

avecy(n) = [y(n),y(n—1),...,y(n—N+1)J".
Il ne reste plus qu’a développer I'argument de I'exponentielle pour obtenir le résultat que nous souhaitons
établir :
(y(n) —=s(n—r)(y(n) —s(n—r) = y(n)y(n) = 2y'(n)s(n—r) +s(n—r)s(n—r) ; (1.7)
Les termes/(n)y(n) ets(n—r)s(n—r) représentent I'énergie du signal regu et du signal émis, et ne dépendent
par du retard (sous réserve qu’on ait une durée d’'observatibsuffisante pour avoir un motif complet de
dans les deux vecteuy$n) ets(n—r)). Développons le troisieme terme :

N-1
yi(n)s(n—r) = _ij(n—i)s(n—i—r). (1.8)
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On reconnait dans cette derniére relation I'expression de l'intercorrélationyegttsepour le retard.
La distributiona posterioridu retard s’exprime donc comme

Rys(r)
p(rly) O eXp( = > : (1.9)
La distribution du retard, compte tenu des observations, est donc I'exponentielle de l'intercorrélation, pondérée
par l'inverse de la variance du bruit additif gaussien. Pour tracer cette distrilaupposteriori il faudra donc
calculer cette intercorrélation pour tous les retards possibles, puis en prendre I'exponentielle.

On peut aller un peu plus loin. En effet, dans une expérience de sonar, on répéte I'émission avec une
périodeT = MT,, ou M est le nombre de points obtenus sur la duréavec un échantillonnage a la période
Te. En collectant les données sous la formeKdeecteurs deM points, on peut penser intuitivement que I'on
améliorera le résultat de I'estimation en moyennant les intercorrélations calculées sur les différentes tranches.
Ceci se formule ainsi :

P(Y1:Y2:- -5 YkI) = P(Y1Ir) P(Y,IF) - P(Yk[F). (1.10)
en supposant que les « bruits » sont indépendants de tranche a tranche. On en déduit alors que

P(r{Ys,Yos -+ Yk) O P4 P(Yalr) - - p(YkIr)p(r) (1.11)

Compte tenu de la forme exponentielle plg:|r ), on obtient finalement

K Rys
P(rlyy.Ys, .- Yk) O exp(Zl y&gr)> , (1.12)

relation qui indique bien que I'on a intérét a moyenner, ou plus exactement sommer les intercorrélations calcu-
Iées sur les différentes tranches. Le processus est constructif, et la distrdoptisterioridevient alors de plus
en plus piquée.

4.4 Notes sur le choix du signal test, signaux pseudo-aléatoires

Il n'est pas possible, a I'aide d'un ordinateur, de générer une alditdoire Méme avec la montée en puis-
sance des processeuesg un ordinateur n’en reste pas moins foncierement déterministe, et heureusement. .. |l
est cependant possible de générer des suites pseudo-aléatoires, qui présentent en pratique, du point de vue ¢
I'utilisateur, les caractéristiques d’un signal aléatoire.

Un tel générateur peut étre réalisé en utilisant un registre a décalage bouclé sur lui méme. ce générateur
fournit alors des suites pseudo-aléatoires de 0 et de 1. On définit les bouclages du registre de maniére a ce que
la suite obtenue soit de longueur maximale. Pour un registreldes, on obtient ainsi une suite de longueur
2" 1.

Les bouclages optimaux sont donnés par des polynémes particuliers. Le polpidme £ 4 x+ 1 est
'un de ceux-ci. Les suites obtenues sont périodiques, et permettent de parcourir tous les états possibles du
registre. La valeur initiale du registre a décalage est la « graine ». Les coefficients des premiers polyndmes sont
donnés ci-dessous :

(1,0)
(2,1,0)
(3,1,0)
(4,1,0)
(5,2,0)
(6,1,0)
(7,1,0)
(8,4,3,2,0)
(9,4,0)
(10,3,0)
(11,2,0)
(12,6,4,1,0)
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(13,4,3,1,0)

On montre que la corrélation calculée sue période compléteaut Rx(0) = AWZ, etRu(K) = %AZ.
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EXERCICES ET PROBLEMES

Exercice 1:

On considére le processus aléatoife défini parx(t) = B(w) + A(w) coq 2mft + @(w)) ol A(w),B(w),
et ¢(w) sont des variables aléatoires indépendang¢s)) est une variable uniformément distribuée entre 0
et 2T, et on note A} = m,, E{A?} = €%, E{B} = mg, E{B?} = €3. Calculez la moyenne et la fonction
d’autocorrélation de(t). Le signalx(t) est-il faiblement stationnaire a I'ordre 2 ?

Exercice 2 :
Soitx(n) un signal aléatoire a temps discret faiblement stationnaire du second ordre. On définit

y(n) = x(n) cos(2mfyn+ @(w)),
z(n) = x(n) cos(2m(fy+A)n-+ @(w))

ou @(w) est une variable uniformément distribuée entre Oreti2dépendante de(n). On noteny et Ry (k)
la moyenne et la fonction d’autocorrélation xi@).

Montrez quey(n) etz(n) sont faiblement stationnaires d’ordre deux, et girg + z(n) n’est par contre pas
stationnaire d’ordre 2.

Exercice 3 :

On cherche a prédire I'évolution d’'un signal stationnaire diskfe} a partir de ses valeurs précédentes
x(n— 1), en formant I'estimatiorx(h) = ax(n—1).

Déterminez la valeur optimale dequi minimise I'erreur quadratique moyenng|&n) —x(n)|?} 2. De la
méme maniére, on pourra chercher a préxiirg a partir dep valeurs précédentes selgnf=yP  ax(n—i).

Exercice 4 :Soit un filtre RC passif passe-bas du premier ordre, avec R la résistance et C la capacité. L'entrée
du filtre est un signal aléatoire blanc, centré, de densité spectrale de puibsatZeCalculez la moyenne,

la densité spectrale de puissance, et la puissance du signal deyf9rtizonnez également la bande de bruit
équivalente.

On utilisera le fait que la primitive de/1e? + x?) estiarctgx/a).

Exercice 5 :
Soit un processus aléatoire discxén) blanc et centré, de varian@d. On définit deux nouveaux signaux
aléatoiresy(n) etz(n) par les relations

y(n) =x(n) +bx(n—1),
z(n) =x(n)+azn—1),

aveca < 1. Calculez les moments d’ordre 1 et 2yde) etz(n). On pourra admettre que{&(n)z(n—k)} =0
pourk > 0.
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Exercice 6 :Soit un filtre passe-bas idéal de fonction de trandfiért), H(f) = 1 pour|f| < B/4 et 0 ailleurs.
L'entrée du filtre est un processus aléatoire gausgignde moyennen, et de densité spectrale de puissance
Scx(f), avecS.«(f) =1 pour|f| < B/2 et 0 ailleurs. Calculez la variance ®g), la moyenne, la variance et
la fonction d’autocorrélation de la sortie du filtyé&). Donnez la loi dey(t).

Probleme | : Soit le signal, défini poun € [O,N — 1]
x(n) = Acog2rmmyn/N + @),

ou
— Aest une variable aléatoire gaussienne, centrée, de vadance
— @ est une variable aléatoire distribuée uniformémen{&ari
— Aet g sont indépendantes.

1) Montrez que

TFD{ejZ”mO”/N} — 5(m—mo),

oud(u)=1siu=0, et 0 sinon.

2) Calculez la moyenne dén).

3) Calculez la fonction d’autocorrélatid, (k) dex(n).

4) Calculez la transformée de Fourier discr&{en) dex(n).

5) Le signalX(m) est-il certain ou aléatoire ? Calculez la moyenné&den).
6) DonnezX(m)|2.

7) Calculez la moyenne d&(m)[2.

8) Calculez la TFD d&, (k), et comparez la au résultat précedent.

9) On considére maintenant le signal

x(n) = g(n) cog2rmun/N + ),

avecn € [0,N — 1], et oug(n) est une fonction aléatoire, indépendantepde
a) Calculez l'autocorrélation den),
b) déduisez en sa densité spectrale de puissance, en fonction de la densité spectrale de pugsgyic¢e. de

Rappels :
cosacosh = 3[cosa-+ b+ cosa— b
cosx = &4

N—1.n_ 1-g"
Zn:Oq — 1-q

Probleme 11 :
On considére le schéma de la figure 1)@, w) est un signal aléatoire stationnaire et ergodidué) une
fonction déterministe (certaine), btt) la réponse impulsionnelle du systéme. On not¢(& w) le produit
fr (1) X(t, w).
Question I
1-a Donnez l'autocorrélation de la sorti, (1), et I'intercorrélation sortie-entré®, (1) en fonction de
l'autocorrélation de I'entré® y et de la réponse impulsionnele
1-b Dans le cas oli(t) = exp(j2mfyt), donnez I'expression de la sorlét, w), et montrez qu¥ (0, w) =
X1 (fy, w), la transformée de Fourier d& (t, w) a la frequencd,.
1-c Toujours dans le cas dit) = exp(j2nfot), donnez I'expression de l'autocorrélation de la sortie,

Ryv(7) et montrez quiR,y(0) = E {|X;(fy)|?}.
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X(t, ) X, (t, ) Y(t,w) Z(t, w)
© h(t) {)
B, (t, w) B,(t, w)

FiG. I.4: Filtre bruité en entrée et en sortie

Question 2
En notant toujours; (t, w) = f; (t)X(t, w), et en définissant

00

Rex(1) = [ Xt @)Xt Tk,

2-a montrez que
E {Rux(T)} = 9(T)Ryx (1),

oug(t) est une fonction dont vous donnerez I'expression. Représgfigiorsquef-(t) = rect (t/T).
2-b En utilisant I'égalité de Plancherel-Parseval, montrez que

/_o;x(t)y*(t—r)dt:/_ZX(f)Y*(f)ejZ"”df,

et déduisez en que la transformée de FourieRgla) vautX(f)Y*(f), ouX(f) etY(f), sont respecti-
vement les transformées de Fouriends ety(t).*
2-c Déduisez en que

sx(f) =TF [ﬁxx(r)] = X ()2
2-d Montrez que A i
E{Six(f)} =TF[E{Rux(T)}] = G(f) +Sx(f),

ou G(f) est la transformée de Fourier dér) etS . (f) la densité spectrale de I'entr&gt, w).
Question 3
Dans le cas ol (t) = rect: (t/T), donnezG(f), et représented,(f), si
— X(t,w) est un bruit blanc de densité spectrale de puisshj
— X(t,w) est une sinusoide a phase aléatoire, uniform¢0s@ri], de fréquence,.
Question 4
4-a Donnez la densité spectrale de la so8ie( f), en fonction de la densité spectrale de I'ent&g( ),
deG(f), et de la fonction de transfelrt(f).
4-b Considérons maintenant
fr(t) =rect (t/T)exp(j2mfyt).

On notera dans la suité (f, w) la transformée de Fourier du produit ey T)X(t, w).

— Montrez ques,y(f) = S x (fo— ), (cf 1-b)

— exprimezS, () en fonction de5 (),

— donne2Y (t,w) etY (0, w),

— montrez enfin qu&, () = |X; (f, — f, w)[2 = [Y(t,w)|?, (cf 2-c)
5 A quoi peut servir le dispositif

dans lequel on peut faire varier la fréquerfc@ Quel serait I'intérét d’ajouter une intégration supplé-
mentaire en sortie ?

4Lesx ety donnés dans les deux derniéres relations sont des signaux « généraux » : cgag séoessairementXw) etY (t, w).
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X(t,&)) Y<t7w)

? h(t)
fr (1)

FIG. I.5: Systeme considéré

Probleme Il : (Séquence aléatoire binaire)

Soit une série de variables aléatoires binaires indépendggiepourk = —c..c0. On a

{ Pr(a, =0) =1/2,
Prla,=1)=1/2,

c’est-a-dire une densité de probabilité

1
P(a) = 5 [0(a) +d(a—1)]
ou &(e ) est I'impulsion de Dirac.
1 - Calculez
E{a}.
Var(a,}

ou E{e } désigne I'espérance mathématique, e{¥grla variance.
2 — On définit un signal aléatoirgt) selon

X(t) = i a 3(t—kT,),

k=—00

ou T, est la « période bit ». On supposera quegesont indépendants entre eux.
Représentez une réalisation (quelconque) de ce signal aléatoire.

3 — On considére un filtre de réponse impulsionna(le, ou s(t) est une fonction déterministe définie sur
[0, T,]. On notey(t) la sortie de ce filtre soumis a I'entréét).
Donnez I'expression générale gg).

A titre d'illustration, on considérers(t) = recrrb/z(t —T./4) — rectrb/z(t —3T,/4), c'est-a-dire

{ s(t) =1 pour t€[0,T,/2] (1.13)

S(t)=—1 pour te[T,/2,T]
Représentez graphiqguement la sortie du filtre pour la réalisation
{..ay=1,8=0,8,=0,a3=0,8,=1, ...}.

4 — Calculez la moyenne statistique g@), E{y(t)} (on demande ici I'expression générale en fonction de
S(t)). Représentez &(t)} dans le cas particuliel.{3). Ce signal est-il stationnaire ? Dans le cas particulier,
donnez également la moyenne temporellgdg

5 — Lorsqu’on le systéeme n’est pas synchrone, on ne connait pas les instants d’apparition du signal, et on
modélise le signal comme

y(t) = % as(t—kT,+6),

k=—o0
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ol @ est une variable aléatoire uniforme $0rT]. On considérera que lgs, } et 6 sont indépendants. On

notera qu’'une somme infinie d’intégrales définies sur des intervalles consécutifs est une intégrale définie sur
[—c0,00], et on noteran, = E {a, }, etms = [*,_ s(u)du. Calculez la moyenne statistique x{¢). Ce signal est-il
stationnaire ?

6 — En utilisant le méme modéle de signal que pour la question précédente, montrez que
1 [ee]
Ryy(T) = T, Y Raa(KRsdT—KTy),
k=—00

0l Raa(K) représente la I'autocorrélation éventuelle deCette expression de la fonction de corrélation pour
un « code en ligne » rendu stationnaire par I'introduction de la vari@pbst appelé formule deEETT.
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