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Résumé

Ce papier présente le calcul théorique de la densité spectrale de puissance (dsp) de la sortie d’un oscillateur
commandé numériquement (DCO Digitally Controlled Oscillator) dont la fréquence de sortie est déterminée par la
commutation de condensateurs. La fréquence de sortie du DCO ne peut prendre que certaines valeurs déterminées par
les valeurs possibles des capacités. La résolution fréquentielle est améliorée par un procédé de lissage par dithering qui
consiste a commuter deux valeurs de capacité a une fréquence élevée. La fréquence générée dépend de la capacité
moyenne obtenue qui est fonction des pourcentages de temps respectifs ou les capacités sont sélectionnées.

Nous donnons I’expression exacte de la dsp pour un signal de dithering quelconque. Nous montrons en particulier
que la dsp décroit en I/f* et nous donnons les principales caractéristiques sous forme analytique. Nous validons
I’expression exacte en la comparant aux résultats obtenus par estimation sur des signaux simulés. La formule exacte
permet de comprendre le comportement d’une boucle a verrouillage de phase (PLL) utilisant ce type de DCO.

I. Introduction et principe du DCO

Staszewski et ses collegues [1] ont récemment proposé une nouveau type de PLL totalement numérique
potentiellement utilisable dans tous les systeémes radio. L’approche proposée permet une bonne portabilité d’une
génération CMOS a I’autre et une synthese de fréquence fractionnaire inhérente a la structure. Sa capacité a supporter
une modulation de phase offre la possibilité de réaliser des émetteurs tres intégrés et reconfigurables.

Le principe de cette ADPLL repose sur I'utilisation d’un DCO [2] permettant ainsi que les processus de
comparaison de phase et de filtrage de boucle soient numériques. Le DCO proposé en [2] est un oscillateur différentiel
de type LC dont la fréquence est déterminée par une commande numérique qui commute des condensateurs choisis dans
un ensemble comprenant des valeurs de capacités en pondération binaire, en évitant tout réglage analogique. Le réglage
analogique d’un VCO est en effet particulierement délicat en technologie CMOS submicronique a cause de la forte non-
linéarité de la relation tension-fréquence et du gain important du VCO Af /AV.

Les performances des procédés de lithographie CMOS actuels permettent de maitriser la réalisation de tres faibles
valeurs de capacités (quelques dizaines d’attofarads). La plus faible capacité commutée JC,;, conditionne la résolution
du DCO. La résolution obtenue n’est cependant pas assez fine (une vingtaine de KHz pour une fréquence centrale de
2,4 GHz et une capacité C totale de 2pF). Cette résolution est améliorée par un procédé de lissage par dithering appliqué
sur le LSB (ou plusieurs bits) du mot de contrdle. Ce dithering consiste a commuter une capacité a une fréquence
élevée. Le mot de commande du DCO sélectionne alternativement au rythme 1/7 une capacité C, ou une capacité C; de
facon a obtenir une capacité moyenne C,,,. En notant p, et p, les pourcentages de temps respectifs o Cy et C; sont

sélectionnées pendant un cycle de référence Ty (plus long que 7), on obtient: C,, = p,C,+ p,C, . Le rapport Ts/ T et

moy
la différence AC = IC, - C;l conditionnent la résolution fréquentielle.

La résolution obtenue pour la capacit€é C,,, est d’autant meilleure que la vitesse de dithering I/T est grande. Le
schéma de dithering entre les valeurs de capacités doit &tre la plus aléatoire possible pour éviter 1’apparition de raies
parasites. En pratique, les schémas de dithering sont obtenus avec des modulateurs XA d’ordre deux ou trois.

Dans [2], Staszewski donne une approximation du spectre de la sortie du DCO dans le cas d’un signal de dithering
périodique. Dans [3] nous avons étendu cette approximation au cas d’un signal de dithering aléatoire. Dans ce papier,
nous donnons I’expression exacte de la dsp pour un signal de dithering quelconque.
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II. Calcul théorique de la densité spectrale de puissance de la sortie d’un DCO avec dithering

Pour établir la formule exacte de la dsp, ’opération de dithering est assimilée a une modulation de fréquence

numérique dans laquelle I’horloge des données est la fréquence de dithering f;,.,=1/T et I’excursion de fréquence Af est
égale a la différence entre les deux valeurs de fréquence fj et f; correspondant aux deux capacités commutées : Cy et C;.

En notant f. la fréquence centrale moyenne des deux fréquences synthétisables f; et f; :

Af

dither

wl
e, i)

On note f,,. la fréquence souhaitée en sortie de 1’oscillateur. Si la fréquence souhaitée f,,. est intermédiaire entre 2
valeurs de fréquences synthétisables par le DCO, par exemple f,,. = f. + df, avec |dfl < Af/2, on peut effectuer un
dithering avec des probabilités différentes pour les deux valeurs de capacités, en notant p, et p; les probabilités de Cy et
C,;, on obtient alors comme fréquence moyenne f,,. :

= AfT.

A
f. % L’indice de modulation correspondant est égal a : h =

4 A
fosc = fc +df' Avec P Z%J’T‘;‘ .On aalors : fow = fL +7f([71 _p())'

La fréquence instantanée f;,(?) est un signal de type NRZ a deux états f,+Af/2. L’impulsion de mise en forme est
en théorie de forme rectangulaire rectr(¢). Par la suite, on normalise cette impulsion de mise en forme et on notera g(t)
I’'impulsion normalisée telle que :

oo
'[ g(nydr :% . Dans le cas d’une impulsion rectangulaire g(¢) = %rectT (). On note recty(t) un rectangle de durée

T, d’amplitude 1 et centrée en =0. On peut écrire la fréquence instantanée sous la forme :

o =f. +Zak%rect(t—kT): f. +h)_ a,g(t—kT) avec aj=*l.
k k

Et en mettant en évidence la fréquence moyenne fy. : f,.., (1) = f,.. +h) a,g(t —kT)—df
k
On en déduit que le signal modulé x(¢) obtenu a la sortie de 1’oscillateur s’écrit :

osc

x(t) = Acos(a) t+ ¢(t)) =R (Ae.i(%rw’(t)) ) = EK(Ae””(’)e’“““’ ) Ol ¢(t) représente le bruit de phase, avec :

#(1) = 27mj S a,g(t—kT)—27df t = p(t) 27 df t .

—oo k

L’enveloppe complexe z(t) de x(t) est donnée par : z(f)=Ae/*'=Ae7*"¥ /0,
Les dsp de x(?) et z() sont notées S,(f) et S.(f). Elles sont liées par: S _(f)= %SZ (f- fm‘,)+%SZ (f+Lo)-
De méme en notant Z(r) = z(t)e’**¥" = Ae/?"” , les relations entre les dsp de x() , z(t) et Z(t) sont :

SN =S (F+df)et S, ()= VS (f = Fe+df )+ Vi S-(f+ Fre=df) = Vi S- (£ = 1)+ Vi S-(f+1.)

En utilisant le principe de la décomposition de Laurent [4] pour les signaux modulés en fréquence a phase continue,
on peut réécrire le signal Z(r) comme une somme de K signaux PAM (Pulse Amplitude Modulation). Comme
I’impulsion élémentaire de fréquence hg(?) ne dure qu’une période 7, on peut montrer que K=1. Le signal z(t) se réduit
donc a un simple signal PAM :

20 =A™ =3 ¢, C(t—nT).

Cette décomposition s’applique au cas ou 4 n’est pas entier, ce qui est normalement le cas ici puisque généralement
h est tres inférieur a 1. Le cas A entier peut cependant étre étudié de facon exacte.

L’impulsion de mise en forme C(z) est appelée cloche de Laurent. Elle est définie par : C(f) = sin(l//(t)). Avec en

précisant les expressions pour le cas ou g(?) est rectangulaire de durée 7T :

1//(t)=2ﬂhj.g(z)dz'=h7r%, vielo,T], w(t):zm-yx(t—I):h;r—h;r%, vee[r2r(, wr)=0, vie[0,27].
0

n
Les variables aléatoires c, sont définies par : c, = Aexp[ jTh) a, j

La densité spectrale de puissance d’un signal PAM peut se calculer par la formule de Bennett, qui donne ici pour le
signal Z(¢) une dsp S.(f) égale a:



S.(f) :%|c( £ ZR (). 0w C(f)est la transformée de Fourier de C(r) et R.(n)=E(c,c,.,) est
I"autocorrélation de la suite de variables aléatoires c, . Par la suite on note S.(f) : S, (f)= iz R.(n)e*™ " Et on écrit

S.(f) comme le produit de 2 termes [C(P et () : S-(f) =|C (£)[ S.(/).
II.1. Calcul du terme S(f)

On suppose que les variables g, sont indépendantes.

R.(n)= AZE(CX{ Jj7th Za J A? HE(exp( Jtha; ) A? H(cos 7d1)+ JE(a; )s1n( ))Vn>0. RC(0)=A2 etRLv(—n)=RLv*(n).

i=k—n+1 i=k—n+1 i=k—n+1
La valeur moyenne des variables g; vaut : E(a;) = p, — p, . D’oll en notant Ap = p; — p, et pour n positif :
R.(n)= A?(cos(zh)+ j Ap sin(rrh))". Soit en notant : m =cos(h)+ j Ap sin(h), R.(n)= A’m
On peut ensuite calculer la transformée de Fourier de R.(m) et écrire :
1- |m|2
1+|m|2 —ZCos(ﬂ'h)cos(Ziz'ﬂ")—2Apsin(7£h)sin(27l’ﬂ“)
Quand |Ap|=1 m=exp(jmh)=exp(j7AfT), le module de m est égal a 1 et on obtient :

2 oo 2 4w
R.(n) 5 TS, (f)—A_za( _ﬁ_%smp—letie(n) - TS, (f)—A?Zé‘[ +%—%jsiAp=—l.

TF
R(n) — TS.(f)=A’

si 1Apl<L.

k=—c0 k=—oc0

La fonction S.(f) est périodique de période 1/T. Pour |Apl<l, ses maxima sont obtenus pour les fréquences fiax

données par : tan (27 f,,. ) = Ap tan(7h) . Et quand h est petit, on peut approximer fyux par: fma zAp%ﬁzdf +k

Quand la fréquence souhaitée f,. en sortie de 1’oscillateur est égale a f., les a; sont de moyenne nulle (p; = py = 1/2),
R.(n) =cos(zh)" et sa transformée de Fourier s’écrit :
2
TF 1-|m - 2
R(m) — A2 _ | | — A 21 cos(zh) .
1+|m| —2mecos (27 T) 1+ cos(zh)* —2cos(rwh) cos (27 fT)

Les maxima sont obtenus pour la fréquence nulle et pour les fréquences multiples de 1/T. Ils sont égaux a :

1—|ml* 2

max| A2 2 |m| -2 l+cos(zh) A ot max(S(. (f)):
1+|m| —2mcos(27[fT) 1—cos(zh) tanz(”hj

2

A2

14
T ﬁhj
tan

2

I1.2. Calcul du terme 1C(f)I?

La transformée de Fourier de C(?) est égale a :
2

h( )cos(;Eh)—cos(ijfr)
27T sin(h ol

avec

lcr)| =

4717

4T?
La fonction [C(HI* est paire. Elle est maximale a I’origine avec |C(0)|2:ﬂ_2h2tg2(%). Elle s’annule pour les

Ak
fréquences : f = i7f+? avec k#0. Quand h est petit, [C()‘)I2 est tres proche d’un sinus cardinal au carré.
11.3. Expression des densités spectrales de puissance
Finalement, la dsp de Zz(¢) est le produit d’une fonction [C()‘)I2 maximale a I’origine par une fonction périodique

S.(f) présentant des maxima espacés d’une période 1/7. Les expressions exactes des dsp de Z(¢) et de x(¢) sont données
par les expressions suivantes selon que IApl est égal a 1 ou est strictement inférieur a 1 :



CaslAgI:l:siAp=1Si(f)zAzé'(f—%] etS(f)— (f Jose = Afj [f+fm+Afj

Sidp=-15.(f)=A (f+Afjets<f>— (f fm+AfJ (f+fm —f)

2

Cas IApl < 1 IS,(f):iz h(cos(ﬂ'h)—cos(Z;z‘fT)) 1—‘m‘2 |
Zﬂsin(”h)(fz—fTZJ 1+ |m[* —2.cos (zh) cos (22 T)=2( p, - p, )sin (zh)sin (27 /T)

1+Ap 1-Ap
Avec S. (h/(2T))= AT ——" et S.(-h/(2T))= AT —— . EtS.(f)= YV S.(f=£)+ V,S.(f+1.).
(WT)) = £TI55 et 8. (H/(21)) = AT 12 B = Yy S (S =£)+ ) S+ 1)
~ . e 4A°’T . .
Quand Ap =0, ladsp de Z est maximale a I’origine et vaut S (0):2—hz. Cette amplitude est proportionnelle au
V4

rapport W TAFT f2

valeurs de Ap non nulles, on obtient le méme type de résultat mais pour la fréquence du maximum df. De plus

Af )
(%o

On peut d’autre part remarquer que la dsp décroit en 1/f* quand f tend vers Iinfini.

ol Af est proportionnel & AC. La largeur de bande a 3dB vaut approximativement ﬁTAf 2. Pour les

II1.Résultats expérimentaux

dsp en sortle du DCO
0

< dsp théorique La figure illustre le résultat obtenu en
sor | comparant la dsp obtenue a partir de 1’expression
-100(- 1 théorique exacte et la dsp obtenue par estimation
150l dsp estimée par simulation sur un signal simulé, pour f,.=3,6GHz, 1/T= f./4,

AC=30aF, Af=13,846KHz. On constate la
similitude des résultats.

fréquences en Hz 9
IV.Conclusion

Nous avons établi I’expression théorique exacte de la densité spectrale de puissance en sortie d’un DCO lissé par
dithering. Cette expression permet de caractériser analytiquement les caractéristiques de la dsp et d’analyser une des
contributions au bruit de phase en sortie d’une PLL utilisant ce DCO : nous avions en effet constaté lors des simulations
que la dsp du signal de sortie de I’ADPLL présentait une décroissance en 1/]‘4 quel que soit le type de filtre de boucle.

On a supposé que le dithering était effectué par une commande binaire. Le cas d’un dithering par un modulateur XA
multi-niveaux peut étre obtenu de la méme facon, mais le résultat est trés complexe et présente moins d’intérét pratique.
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