_~ Chapitre 3.
Récepteur optimal

3.1 Introduction

Le signal obtenu en sortie de canalf), résultant de la transmission d’un signalt) parmi N
possibles est une version déformée, déphasée ou retardée et perturbée par un bruit, du signal émis.
Le probléme du récepteur (pris ici au sens large) estéeodulede signal recu en un vecteur
et dedéciderde I'affectation de ce vecteur a I'un des mots de I'alphabet de départ (décision).

Figure 3.1 — Structure d’une chaine d’émission-réception

La décision doit étre prise au vu, ou avec les connaissances des probabilités d’émission et de
transition, de contraintes sur les probabilités de fausse alarme (Pfa) ou de mauvaise détection (Pmd).
Il s’agit donc d’élaborer ungggle de décisioret unestructuredu récepteur, auquel on devra associer
desperformancesSauf indication contraire, nous supposerons dans la suite qu’'un symbole est émis
toutes lesl” secondes, le canal est parfait (les signaux ne sont pas distordus), le bruit est additif, et
gaussien. Dans la plus grande partie de ce chapitre, nous supposerons que les parametres des signau
recus — et en particulier la fréquence et la phase, sont connus ou estimés au niveau du récepteur
(voir le chapitre sur la synchronisation) Les récepteurs correspondant sont alors appepésurs
cohérents

Nous débuterons en 3.2 par l'introduction de quelques outils mathématiques, notamment sur les
problemes de représentation des signaux et présenterons la notion de filtre adapté. Nous aborderons
ensuite en 3.3 les fondements de la théorie de la détection. Les stratégies bayésienne et de Neyman-
Pearson permettent alors d’élaborer des regles de décision, et finalement les opérations a effectuer
au niveau du récepteur, c’est-a-dire conduisent a la structure du récepteur. Nous indiquerons que ces
approches peuvent étre équivalentes a I'élaboration d’'un récepteur minimisant la probabilité d’erreur.
Nous expliquerons en 3.4 comment on peut étendre la méthodologie présentée en 3.3 a la détection
de signhaux a temps continu, qui sont les signaux observés en pratique en entrée d’'un récepteur. Nous
aborderons alors en 3.5 le probleme de la comunication binaire en présence de bruit blanc et établirons
alors la structure du récepteur et les performances des modulations binaires, en terme de probabilité
d’erreur. En utilisant la méme démarche, nous étendrons ensuite ces résultats au cas de communica-
tions M-aires, section 3.6, ou il s’agit de détecter un symbole parpossibles. A nouveau, nous
donnerons la structure du récepteur optimal puis nous discuterons des performances dans quelques
cas particuliers. Jusque la, nous aurons suppose, implicitement, que les signaux sont sans mémoire.
Dans le cas ou les symboles sont interdépendants, le récepteur peut tirer parti de cette dépendance,
ce qui conduit a détecter une séquence de symboles. La détection au sens du maximum de vraisem-
blance d’'une séquence de symboles sera abordée en 3.7 et nous permettra notamment de présente
I'algorithme de Viterbi. Enfin, nous aborderons en 3.8 le cas d’une phase inconnue en réception, qui
conduit & un récepteur non cohérent, puis nous terminerons en traitant le cas de la réception d’'un
signal issu d’'un canal de Rayleigh.

3.2 Outils

On décrit ici différentes méthodes de caractérisation et de représentation des signaux. L'idée sous-
jacente est de trouver une bonne représentation pour le probleme traité, qui rend parfois la solution de
celui-ci trés simple. D’autre part, on présentera la notion de filtre adapté, filtre qui est construit afin
de maximiser le rapport signal-a-bruit. Ce type de filtre est rencontré dans la plupart des récepteurs.



3.2.1 Représentation de signaux déterministes
On considére un signal(¢) défini sur[0, T]. On peut représentex(t) sur une base de fonctions
P,(t) par

=z D(1),
i—1

ou les®,(¢) sont un ensemble de fonctions orthonormées. On peut par exemple choisir

0= (1) = (2)"os (o)

2\7 . (2
Doy (1) = (f) sin (%mt)

Lorsque I'on tronque le développement a un ordiel’erreur de représentation esf; (t) =

x(t) — Z z; ®; (t). La minimisation de I'énergie de I'erreyf ey (¢)* dt conduit alors & choisir les

T
xi:/xt
0

Lorsque I'énergie de I'erreur tend vers 0 auw®¢ 'ensemble de®;(t) représente un ensemble
orthonormé complet.

Deux méthodes sont possibles pour générer les coefficigntsa premiére méthode consiste a
multiplier z(¢) par chacune des;(t) puis a intégrer sur une durée Il s’agit du produit scalaire entre
x(t) etd;(t). On parle également d’'une opération de corrélatigmésulte de I'intercorrélation entre
x(t) etd;(t), prise pour un retard nul).

coefﬁuenth comme

Figure 3.2 — Calcul des coefficients par corrélation.

La seconde méthode consiste a passer le sigt)aans un ensemble de filtres de réponse impul-
sionnelleh; (t) = ®; (T — t) et a conserver la sortie au tenips

/OTx(t) hi (T —t) dt:/OTx(t) @, (t) dt =

Figure 3.3 — Calcul des coefficients par filtrage.

Ce type de représentation permet de considérer un signal comme un point d’'un/ésgiasensionnel
(v éventuellement infini).

3.2.2 Représentation dessignaux aléatoires

Nous avons vu dans la section précédente 3.2.1 qu'il est possible de représenter un signal dé-
terministe, par un développement en série. On peut étendre cette idée aux processus aléatoires sur
0,77 :

z(t) = lim le ; te0,T]

Naoo

:pi:/OTx(t) ®, (1) dt

avec



La limite utilisée devra étre une limite en moyenne quadratique, ce qui signifie que

lim F

N—oo

<x (t) — f:lx P, (t))2] =0, te[0,7T]

Les coefficients:; sont des variables aléatoires. En recherchant une décomposition qui conduise
a des coefficientdécorrélésc’est-a-dire tels que

E [ (l’Z — mz) (l’j — mj) } = /\z 5ij7

avecm; = E [z;], on obtient la condition suivante sur les fonctions de iage)
T
M@ﬂw:/“agaméﬂmcm
0

ou le noyauC,, (¢, u) de cette équation intégrale est une fonction de covariance, définie non négative

et symetrique C,, (t,u) = E, [ (X (t) —mg (1) (X (u) —my (u)) ] Les fonctions de baseg;(¢)

sont déterminées en résolvant I'équation intégrale précédente et I'on peut alors développer un signal
aléatoire sur cette base de fonctions, ce développement, appelé développement de Kahunen-Loéve,
étant optimal en moyenne quadratique.

3.2.3 Filtrageadapté

Considérons simplement pour le moment le modeéle

y(t) = =(t) + b(0).

L'approche habituelle consiste a rechercher a minimiser I'effet du bruit d’observation. On cherche
alors a construire un filtrg(¢) tel que le rapport signal-a-bruit en sortie soit maximal, & un ingtant
appelé instant de décision. Cet instdntievra étre défini pour que I'observation ait été effectuée et
gue le filtre ait agi.

Notonsz(t) la sortie du filtre de réponse impulsionnéllg). On a alors

z(t) = (hxy)(t) = (hxx)(t) + (h*b)(t).

On écrit ainsi la sortie comme la somme de la sortie non-bruitée et de la contribution du bruit. Le
rapport signal-a-bruit vaut ainsi

)0
D) = B llth = B) (¢ w)FI]

ou le numérateur représente la puissance instantanée de la sortie non bruitée et le dénominateur la
puissance liée au bruit. On évalue ce rapport signal-a-bruit a I'instant de déEision

|(h ) (T)?
Efl(h+ B)(t, )]’

En développant les produits de convolution, on obtient
|25 M) (T — u)dulf?
[ J23 P(w)b(t — u)duf?)|

En ce qui concerne tout d’abord le dénominateur, il s’agit la de la puissance d’un signal aléatoire a la
sortie d’un filtre, et 'on a donc

B[0P = [ Swndr=o* [ H(pPY,

p(T) =

pﬁUIE



ouo? est la puissance du bruit d’entrée.
L'inégalité de Schwartz permet de majorer le numérateur :

\/Jroo T — u)dul* < / Qdu/;oo\x*(T—u)qu,

avec égalité lorsque les vecteuns:) etz*(T — u) sont colinéaires. L'égalité de Parseval-Plancherel,
qui exprime la conservation du produit scalaire entraine que

+0c0 9 o0 9
| inwlde= [ H()PF.
On en déduit donc que le rapport signal-a-bruit est majoré selon

“+o0o * o 2
< L@ wPde B,

)
o2 o2

ou £, est I'énergie du signat(t). L'égalité est atteinte lorsque(u) et z* (T — u) sont colinéaires,
c’est-a-dire
h(u) = kx*(T — u),

ou k£ est une constante arbitraire. Le filtre optimal maximisant le rapport signal-a-bruit en sortie, a
linstant T", est ainsi le filtre dont la réponse impulsionnelle est la copie retournée et décalée dans le
temps du signal que I'on cherche a retrouver. En ce sens, le filtre est adapté au signal.

La relation de filtrage de(t,w) avec une « copie retournée » équivaut en fait a effectuer une
intercorrélation (au sens déterministe). En effet,

26) = [ )yt — w)du = [ (T — w)y(t — )
= [T2x*(T +v)y(t +v)dv = [T 2*(T — t + v)y(v)dv,
soit
A(6) = RyulT — 1),

Le récepteur optimal consiste donc a calculer I'intercorrélation entre le signal,(eget le signal
attenduz(t). On parle alors souvent de récepteur a corrélation.

Dans le domaine fréquentiel, la fonction de transfert du filtre adapté, la transformée de Fourier de
h(u) vaut simplement

H(f) = TF{h(u)} = TF{ka" (T — u)} = kX (f)"e 727

c’est-a-dire le conjugué de la transformée de Fourier du signal d’intérét, a un facteur et une phase
pres. Ainsi, la portion non bruitée du signal de sortie est

(hx2)(t) = TE-H{EX (f) e *MTX(f)} = KTFH{|X(f)?e 7T,

et a l'instantT’,
+oo
(h*2)(T) =k [ " |X(DPdf = kE,.

3.3 Fondements
3.3.1 Modéisation

Le probleme central est de choisir I'un des mots de l'alphabet d’émission (I'ensemble des mots
codesc; issus du codeur de canal) a partir du signal nedia regle de décision habituelle consiste a
effectuer une partition de 'ensemble des mots de réception.



Figure 3.4 — Partition de I'ensemble des signaux recus

On noteZ 'ensemble de tous les matsusceptibles d’étre recus, et on ngtd’ensemble de tous
les motsr recus tel que; soit décidé. C'eskensemble décodewassocié a;. Le probléme est alors
de trouver la meilleure partition possible, au sens d’un critére a définir, de I'ensemble des signaux
recusZ.

Dans le schéma précédent, il y aura erreur dés que le signal negppartient pas &;, alors que
c; aété emis:

P (erreur | ¢;) =P<T € 7 |cz~),
:1—P(T€ZZ |Cz)
En moyenne, la probabilité d’erreur au décodage vaut
N
P(erreuy => P(c) P(erreur|c;)

i=1

N
soitP (erreuny = Y > P(déciderc; | ¢; émisg.
i=1 j#i
Lorsque les symboles émis sont équiprobables, on obtient

N
P (erreur) = % > P (erreur| ¢;)
=1

Construction dela partition :

On distingue en genéral deux régles, selon que I'on considere les probabpiiési ou non (ou
gue I'on prend une loi uniforme pour la source). La probabdifgosterioriest obtenue en appliquant
la régle de Bayes :

P(c) P(r|c)

P(r)
La probabilitéP (¢; | r) est la probabilitéa posteriori c’est-a-dire la probabilité de; connaissant
I'observationr. La probabilitéP (r | ¢;) est la vraisemblance de I'observation, c’est-a-dire la proba-
bilité d’'observer lorsquec; est émis.

Pa|r)=

1. régle du maximurma posteriori
Z; = {T/P(Ci | ) = max P (ck |7’)}

cette partition dépend a la fois de la loi d’entiééc; ) et des probabilités de transitiéh(r | ¢; ),
(c’est a dire du canal).

2. regle du maximum de vraisemblance
Z; = {T’/P(’f’ | ¢i) = mazx P(r |cK)}

LorsqueP (¢;) est uniforme, maximiseP (cx | r) est équivalent & maximisé? (r |cy ), et
les deux regles sont alors équivalentes.

On consideére les quatre espaces suivants et leurs relations :

Figure 3.5 — Espaces de signaux pour une chaine de transmission.

Ces différents espaces sont des espaces de fonctions/variables certaines ou aléatoires, de dimen-
sion finie ou infinie.

Les passages dé aSet deRaD sont généralement des applications certaines, alors que le canal
(passage d8aR) est aléatoire et caractérisé par une distribution de probabilité conditionnelle.



3.3.2 Stratégie bayésienne-Notionsde cot

On définit un « colt »' (s, D), qui représente la pénalité ou la perte associée a I'événement
conjoint (s émis, DécisionD prise). Le codlt attaché a I'événement conjoint représente donc en
guelque sorte le prix a payer pour chacune des décisions. Afin de privilégier les bonnes décisions,
on attachera alors un codt important aux mauvaises décisions et un codt nul, ou négatif aux bonnes
décisions. Notons que certaines mauvaises decisions peuvent étre « plus graves » que d’autres; on
pourra ordonner ces décisions en jouant sur les colts associés. Lorsque les codts sont fixés, on pourra
chercher a minimiser le colt moyen d’'une décision, c’est-a-dire la moyenne des codlts pondérée par
les probabilités de chacun des événements conjoints : c’est la stratégie bayésienne.

La stratégie bayésienne consiste a minimiser le codt moyen. On parle alors de la minimisation du
risque bayésien.

R=FE [C(s,D).
D,s
Examinons tout d’abord comment ceci se traduit dans le cas binaire : la source peut émettre deux
messages, et s;, et il s’agit de décider quel message a été émis au vu de I'observatiarstratégie
doit alors amener a trouver la meilleure partition de 'ensemble des observations pass&bldsux
sous ensembles, auxquels on associe des déciBipasD;.

Figure 3.6 — Partition des observations et décisions.

On noteC;; le colt associée a la décisidn; (on décide que; est émis), lorsque I'hypothedé,
est vraie §; a eté émis).

La stratégie bayésienne consiste a trouver la partifignz; tel que le risque bayésieR soit
minimal. Ici, le risque bayésien s’exprime alors, en fonction des probabilités de transition et des
régions de décisions, comme :

R = P (Hy) Cro+ P (Hy) Cny +/P (H1) (Cot — Cui) p (r|Hy ) — P (Ho) (Cro — Coo) p (r |[Ho) dr

Les deux premiers termes desont des termes constants. L'intégrale représente le colt contrélé
par les points assignésza. En supposant que le colt associé a une mauvaise décision est plus impor-
tant que celui associé a une bonne décision, on note que l'intégrande est constitué par la différence de
deux termes positifs.

Comme on veut trouver une partition dequi permette de minimiser le risque bayésien, il faut
gue tous les pointstels que

P (Hp) (Cio— Coo) p(r|Ho) > P (Hy) (Cor —Cu) p(r|Hy)

soient assignés a I'ensemlig (et donc a la décision,), car ils contribuent alors a rendre I'intégrale
négative. En suivant la méme idée, tous les poirigds que I'inégalité précédente ne soit pas vérifiee
doivent étre exclus d&, c’est-a-dire affectés &; (décisionD;). Ceci nous permet donc de définir
la partitionZ,/Z, qui minimise le risque bayésien. Ceci s’écrit

Hop

P (Hy) (Cho — Cuo) p (r |Ho) >< P (H1) (Cor — Cny) p(r |H))

Hy
Plus classiquement, on écrittlest du rapport de vraisemblaneikelihood Ratio Tegt

Hy

p(r|H) ) P (Hy) (Cro— Coo)

p(r|Hy) ( P(H1) (Cor—Chn)

Hop




ou encore

Il est important de noter que

— le rapport de vraisemblaneg(r) ne dépend que des probabilités de transition| H; ), c’est-
a-dire du canal, et non des colts et des probabditgsori,

— le rapport de vraisemblance, comme rapport de deux distributions, eguan&té monodi-
mensionnellg

— le seuiln ne dépend que des colts et des probabitgsori,

— le rapport de vraisemblance, comme rapport de deux fonctions d’'une variable aléatoire est
lui-méme une variable aléatoire. Les performances du test sont alors liées aux carctéristiques
statistiques deé (7).

Limplantation du détecteur consiste donc a calculer le rapport de vraisemblam¢epuis a

comparer ce rapport a un segil

Figure 3.7 — Structure d’'un détecteur a maximum de vraisemblance.

On utilise souvent le logarithme du rapport de vraisemblaticget le test devient alors

Hy

[(r) =log (A (r)) >< log 7.

Hop

En général, on prend simplemefit, = C1; = 0, pour les bonnes décisions,@f; = Cip = 1
pour les mauvaises décisions. Si en outre les deux hypotheses sont équiprobables, le test peut s’écrire

H,

p(r|Hy) >< p(r |Hy).,

qui est simplement leegle du maximum de vraisemblance

Lien avec la probabilité d’erreur

Lorsque

Coo=C11 =0
Cor=Cip=1

et si les probabilitéa priori sont équiprobables, alors le risque est simplement

R = C()l P(DQ|H1)+010 P(D1|H0)
= P(Dy|H,)+ P (D:|Hy) = P (erreu.

Ainsi, dans ce cas particulidg minimisation du risque bayésighest équivalente a la minimisation
de la probabilité d’erreur

Exemple: détection d’un signal constant dans du bruit blanc gaussien.
Le probleme est le suivant : sous;, la sortie de la source est une constamtesous H, la
sortie de la source est zéro. Avant I'observation, cette sortie est perturbée par un bruit blanc additif



gaussien centré et de variance Le signal recu est échantillonné sur une durés on obtient ainsi

N échantillons.
Hy : r(t) =0b(t) r=>b
H :rt)=m+b(t) r=m+Db

La distribution de probabilité deest

p0) =100 =TT o o0 (-5

Par conséquent,

p(r1Hy) = p(b+m) = [T~ exp @ﬂ)

Le test du rapport de vraisemblance fournit alors

A0 = 2OV _ [T o (ks [0 m? )

=1

En prenant le logarithme, il vient

soit

g:r U—zlo()—l—M
i:1z ( m g\n B

Hy

Le récepteur ne fait donc qu’additionner les observations et les compare a un seuil... yerkque
le test est simplement :

1 X h>r
m

N;Ti < 57
Hy

c’est-a-dire qu’on calcule la moyenne arithmétique des observations, et qu’on décide que Imsignal
est présent si cette moyenne arithmétique est supériguf at absent dans le cas contraire. Le test
fournit alors un résultat remarquablement conforme a l'intuition.

3.3.3 Stratégie de Neyman-Pear son

La stratégie de Neyman-Pearson est essentiellement définie dans le cas binaire. On considere deux
types d’erreur :
— Lerreur de fausse alarmev:= Py, = P (D, |Hy) = [ p(r|Hy) dr
A

— Lerreur de mauvaise détection'= P,,;, = P (Do |H,) = [ p(r|Hy) dr
Z

0
La probabilitéP (D, |H,) = 1 — 3 est appelée la puissance du test. La stratégie consiste a se fixer
une probabilité maximale de fausse alarme, et, cette probabilité étant fixée, a maximiser la puissance
du test, c’est-a-dire a minimiser la probabilité de mauvaise détection.



Ceci conduit a un test du type rapport de vraisemblance,

ou le parameétre de Lagrangeest déterminé afin de satisfaire la contrainte :
P :/ p(A|Hy) dA =P, (A > X|Hy)
A

La stratégie de Neyman-Pearson conduit donc a la méme structure de récepteur que la stratégie bayé-
sienne : seul change le seuil de décision, qui est ici fixé par la probabilité de fausse alarme.

Exemple: détection d’un signal constant dans un bruit additif blanc gaussien (suite)
Nous avions obtenu le test suivant :

H1 2
Nm
Zn — log(n)+7

Ho

Dans la stratégie de Neyman-Pearson, seul change ici lejsepi= A, qui est fixé par la probabilité
de fausse alarme.
Comme somme de variables gaussiennes indépendantes et de méme Variamest elle méme

N
une variable gaussienne, de variafée?. On pose maintenan{r) = ﬁ > 1. Il S'agit 1a d’'une
- . Ve . - Ve - Z:1
variable gaussienne normée (de variance unité). Le test devient alors

1) | 7= o) + 5

SousH,, chaquer; étant centrél(r) est de moyenne nulle. Soif, lesr; sont de moyenne: et la
moyenne dé(r) vaut ™~ . La probabilité de fausse alarme est donc

P = [Tty ai= o [T (<5 ) =00,

ou I'on a utilisé la fonctior) définie par

2

A ,y_

Qx:\/%/m

On rencontre également la fonctiert, (« error function),

erf(x / eV’ dy,
\/_
et sa fonction complémentaieefc
+o0
erfc(z) = 1 — erfe(z) = —/ e ¥ dy,

avec les relations suivantes :



Les fonctiongy, erf eterfc sont tabulées.
A probabilité de fausse alarme fixée, on déduit des tables la valeyredgar suite celle dg.
La probabilité de détection vaut

Pd:/:oop(HHl) dl:/joo\/;_wexp [—% (z—@ﬂ dle(v—mZN>,

et la probabilité de mauvaise détection v&yt; = 1 — P,.

3.3.4 Observation vectorielle - Cas gaussien géner al

On considére maintenant le probleme de détection binaire

HO o r N(m(),]_—‘o)
H1 o r N(ml,l"l)

ou il s’agit de décider entre deux signaux gaussiens de moyennes respegtatas,, et de matrices
de covarianceF etTI';.
Le rapport de vraisemblance est, comme précédemment

p(riHy)
Ay =212
O )
orp(r|H;) = m exp —1 (r—m,)" T;' (r —m;), ol det désigne le déterminant. Alors
I(r) =log A(r)=3[(r=mg)" Tg" (r—mg) — (r —my)" T7" (r — my)|
H,
> 1 ll det T'y
< og (n) + 3 log [detro}'
Hy

Nous pouvons maintenant examiner le probléme de la détection de deux signaux certains sgonnus,
ets;, a partir d’'une observation bruitée.

Hy : r=s+b N(5,T%)
H1 : r281+b N(Sl7rb)

Compte tenu des résultats précédents, on obtient alors

1) =4 [r—%)' T;' r—s) - —s)' T} (r—s)]
:%{Qrtrgl(sl—so)—ﬁF;151+86I‘1;1 So} >< log n

Il vient donc
1
”Fgl(sl—so) < log 77—}-5(53{‘;1 31—561";1 30)'

Cas patrticuliers

Si le bruit d’observation est blanc, ol = ¢2 1, ol 1 est la matrice identité. Si d’autre part on
an =1, alors
H
t ) 1
(s - %) 5 (Sis—sim) .

Hop



Si les deux signaux possédent la méme éndrgie- sis, = §Sy, on obtient le simple test

H,

te )

t
r's; < s,
Hy

gui consiste a comparer les produits scalaires entre les observaéibles deux signaux attendsig
ets.

Enfin, dans le cas ou I'on cherche a détecter un seul sggrkns du bruit blancs = 0), le test
obtenu consiste a comparer le résultat du produit scalaire a la moitié de I'énergie

I‘§1

1

r's —ds.

1 < 2% 1
Hy

3.35 Test a M hypotheses

Nous avons présenté précédemment le cas de la décision entre deux hypotheses, ce qui corresponc
finalement a I'étude de signaux binaires. On peut généraliser ceci aultekypothéses, c’est-a-dire
par exemple au probleme d’affectation d’'un symbole recu a un point d’'une constellation. on a ainsi
un probléme de détection d’un signal paridi:

HO: T:SO+b
Hli 7’231"‘6

HM,li T:SM,1+b

A ces hypothéses correspondéit éventualité D;, H;), auxquelles on associe les codts. La
minimisation du colt moyen, c’est-a-dire du risque bayésien, conduit a diviser I'espace d’observation
Z en M sous-espaces,;, tels quer € 7, & Décision D;. L'étude précise conduit ici simplement

au fait qu'il faut tester les hypothéses deux a deux. En définissant les rapports de vraisemblance

D PrlH D Pr|H D Pr|Hy—
A1|0 (T):#a Az\o (7’): | 2 AM71|O (T):M
Pr|Hy Pr|Hy Pr|Hy

)

on a acces a lI'ensemble des rapports de vraisemblance, puisque

PrH; Ai|0
Ay; (r) 2 =0
|j PrH; Aj\o

On effectue ensuite tous les tests

Hi (OU Hkvk?ézv.])

( P
A (r) ) ;'
Hj (ou Hy,k#1,5)
qui permettent de tester une hypothése (mais une seule) contre une autre. En collectant 'ensemble
des résultats, on obtiendra alors la décision.
Pour illustrer ceci, considérons simplement le cas d’'une constellation & quatieétats, , ms, ms} =
{14+j,—-1+7j,—1—741—j}, cest-a-dire qu'un symbole émis. est susceptible de prendre I'une



guelconque de ces quatre valeurs (hypotheses). Le signaltegst, entaché par un bruit addibif
gue 'on supposera gaussien de variamtéeDans ce cas, I'un des tests s’écrit simplement

Hj (ou Hy, k#i,j)

Mgy () = ez (emmp==m?) L B
Di

)

Hi (Ou H}mk#Zv])

ce qui fournit simplement, en prenant le log et en supposant que les probabititési sont uni-
formes p;, = p,),
Hj (ou Hy,k#1,j)

(r — mj)2 (r — mi)z.
H; (Ou Hkvk#lvj)

Ainsi, le test revient simplement a sélectionner le point de la constellation qui est le plus proche, au
sens d’une distance euclidienne habituelle, du signal recu... Si I'on reprend I'exemple de la constel-
lation a 4 états, testen, contrem, revient a affecter les points du demi-plan droitrg préfé-
rentiellement an,, testerm, contrem, revient a affecter les points du demi-plan supérieuna
préférentiellement an,, et testem,, contrems revient a affecter les points du demi-plan supérieur
a la diagonale principale &, préférentiellement a;. Finalement, ceci revient alors a affecter les
points amy S'ils appartiennent au quart de plan supérieur droit. Par symétrie, la stratégie de décision
consiste alors tout simplement a affecter la valeur recue a I'état du quart de plan correspondant.

Bien entendu, les résultats précédents sont plus généraux et s’appliquer a des constellations ou a
des tests plus élaborés, en prenant en compte d’autres statistques de bruit.

3.4 Détection de signaux a temps continu

Nous n’avons considéré pour le moment que la détection de constantes, ou de signaux a temps
discrets, représentées sous la forme de vecteurs. L'information est véhiculée, le long du canal, par des
signaux analogiques a temps continu, et il convient donc de s’intéresser au probléme de la détection
des signaux a temps continu. Ceci hous amenera en fait a présenter la structure générale d'un ré-
cepteur. Pour passer a I'analyse de signaux a temps continu, sans perdre 'investissement théorique
précédent, nous allons utiliser les méthodes de représentation des signaux aléatoires présentées alt
début de ce chapitre, qui nous permettront de nous ramener au cas vectoriel. Pour introduire cette
démarche, nous débuterons par le probleme de détection d’'un signal dans du bruit.

3.4.1 Représentation

Les deux hypothéses sont

Hy : r(t)

b(t)
Hy : r(t)=s

() +b(1)

oUs (t) estun signal certain, d’énergie, = [ |s (t)|” dt, etb (t) un signal aléatoire, centré, gaussien,
de fonction de corrélatioh, (¢, u).
On choisit comme base de représentationdie&) (fonctions propres) dé&, (¢, v), définis par
J ®; ()T (t,u) dt = \®; (u) pouru € [0,T], et ou les coefficients; du développement digt)
sont décorrélés E [b; b;] = \;6;;. Lutilisation de la transformée de Kahunen-Loeve permet ici de
traiter sans difficulté le cas d’un bruit coloré.
Dans ces conditions, les signaux d’intérét peuvent s’exprimer a I'aide des développements en série



suivants : .
s(t)= > s®;(t) avec s; = Ji s (1)®; (¢) dt,

b(t) =X b;®; (t) avec by = [ b(1)®; (t)dt,
r(t) = > ri®;(t) avec ;= [ 7 (t)®; (t)dt.

Le bruitb (t) étant gaussien, on peut connaittéd, et r| H;...

Par propriétés du développement de Kahunhen-Loeve, et en tenant compte dufféil gaepar
hypothése gaussien centré, les variables aléatgissst gaussiennes dans leur ensemble, centrées et
décorrélées. On déduit de ceci les distributions dé{, et ;| H; :

— lesr;| Hy sont des variables aléatoires gaussiennes centrées, non corrélées,

— lesr;| H; sont gaussiennes, non corrélées, de valeurs moyénpesH,| = s;

3.4.2 Troncature

On peut tronquer les développements a I'ordréon sait que le développement de KL converge
en moyenne quadratique). On obtient alors les développements suivants :

ry (t) = ;n@i (t) sn(t) = ; si®i (1) by (t) =D b;®; (t)

Sur la basd®;}, i = 1..N, les différents signaux pourront simplement étre représentés par les
composantes du développement, c’est-a-dire par un vecteur.
Sous I'hypothéséi, : r(t) est représenté pay (¢), i.e. par les; pouri =1aN,

I'| HQ = [7’1,7”2,. . .TN]T = [bl,bg,. . .bN]T,
et sousH; :

I'|H1 = [T’l,TQ,...TN]T: [81,82,...SN]T+[bl,bg,...bN]T:S‘l‘b.

3.4.3 Stratégie bayésienne

Nous pouvons maintenant appliquer les résultats obtenus précédemment : le probléme est simple-
ment la détection d’'un signal certasrdans un bruit gaussién avecp, , une densité gaussienne
centrée de matrice de corrélatiby, etp, z, gaussienne de moyenaset de méme matrice de corré-
lation.

La matrice de corrélation est diagonale, par propriété de décorrélation du développement de
Kahunen-Loéve :

A1 0
[y =
0 )\N
On aalors:
H,
I(r)=r"T}"'s >< logn + %STI‘bls
Hy

or, la matrice diagonalE,, est particuliéerement simple a inverser, et

1
= 0
r,;'=

AN



On obtient alors finalement

V2]
SN

N T;Sq 1N
=2 ( lentss

=1

b

3.4.4 Retour au continu

Comme on sait que le développement de Kahunen-Loéve converge, on peut faireNerethe
Pinfini.

On ne peut en général pas revenir a une expression simple en fonction des signaux a temps continu
initiaux, et a I'exception notable du bruit additif blanc gaussien, le traitement doit passer soit par
un blanchiment préalable, soit par I'emploi effectif d’'une décomposion de type Kahunhen-Loéve.
D’importants résultats sont cependant obtenus lorsque le bruit additif est blanc gaussien.

Casdu bruit blanc

Dans le cas du bruit blanc, toutes les valeurs propres sont €gales, &t ea %@ Vi. Le test du
log-rapport de vraisemblance s’écrit alors

Znsz logn + — > st
No i=1

011

ou
=Y "rs; >< logn + Y s

En remplacant; par son expression,

Z Jo (@)@ (1) sedt = Jg (1) s;®; () dt

—fo () (t)dt,
on arrive alors a : Y
/OTr(t)s(t)dt >< %lognJr%/oTs(t)s(t)dt.

Le récepteur optimal consiste ainsi a calculepteduit scalaireentres(t) etr(t), c’est-a-dire
aussi l'intercorrélation entre(t) et s(¢), pour un retard nul, et & comparer le résultat a un seuil qui
fait intervenir I'énergie du signal.

Figure 3.8 — Récepteur optimal pour la détection d’un signal noyé dans du bruit.

Cette opération peut également s’interpréter comme un filtrage particuliditfrage adapté
présenté dans la section 3.2.3, au signal atterithy avec échantillonnage et prise de décision au
tempsT'. On parlera alors de maniere équivalente de récepteur a corrélation ou de récepteur a filtre
adapté.

Pour caractériser le récepteur, il nous faut maintenant chercher a établir quelles sont les perfor-
mances du récepteur optimal, c’est-a-dire les probabilités d’erreur, de détection, de fausse alarme,

c... Pour cela, il suffit de connaitre les deux distributions de probapilitg (1) etp; 5, (I). La
variablel étant gaussienne, il suffit alors de connaitre la moyenne et la variance. On a

Z|H0:/0Tb(t)s(t)dt soit  E[l| Ho] = 0



Z\Hl:/OTs(t)s(t)+s(t)b(t)dt soit B[l Hy] = B,

puis
Var [l| Hy| = Var [I| H,| = E [I?| Hy)
= E [ b(t)s(t)b(u) s (u) dtdu]
=D [y (s(0)’dt = B,

en utilisant le fait qué(t) est un bruit blanc de fonction d’autocorrélatiftp, () = 220(t — 7).
On définit l'indice de performanceomme

(Bl H) - E[H)? 2B 25,

d? = = —
Var (1| Hp) NoEs No

Il s’agit la aussi de la valeur du rapport signal-a-bruit en sortie d’'un filtre adapté. Les vaiidhies
et!|H, étant respectivement deux variables gaussiennes,

N,
| Hy=N (o, 70E> ,

N,
I|H, =N (E 7OE) ,

la probabilité de fausse alarme s’exprime comme

| N 2F,
a /— dl' = ~9 +
f \/ 2w / log17+21 / 2E5 P { } < 2E &N NO )

On trouvera enfin :

Pro =Q [logn 2750 + 2E5
P,=0Q [logm/zj%o——w/ﬁs}
On pourra noter que les probabilitEg, et P; ne dépendent que du rapport signal-é-b%@osit D’autre

part, la minimisation du risque bayésien dans le cas du signal blanc gaussien revient a maximiser le
rapport signal-a-bruit et a retrouver la notion de filtre adapté.

3.5 Communication binaire en présence de bruit blanc.

La démarche ayant été conduite dans le cas de la détection d’'un signal a temps continu noyé dans
du bruit, nous pouvons maintenant aborder le probleme de la détection de deux signauxgitains
etsy(t) , connus, noyés dans un bruit blaif¢). Ce probléme comprend la détection des « niveaux »
dans un train binaire, mais aussi la détection d’une fréquence parmi deux (BFSK) ou d’'un état de
phase parmi deux (BPSK). Evidemment, nous étendrons ensuite ces résultats alngasthéses.

Le probléme est cependant pour le moment de déterminer, au vu de I'obsen(atidaquelle des
deux hypothéses suivantes est vraie.



On supposera ici qug ets; ont méme énergi€, (ceci n’est pas limitatif, et on traiterait de fagon
analogue la détection de deux signaux d’énergies différentes) :

T 2 2
/0 152 dt = |s1 (1)|? dt = E,.

On ne suppose pas nécessairement que les signaux soient orthogonaux, et on définit le coefficient de
corrélation, pour des signaux certains réels, comme

p=g [ o Os@d o

Afin de pouvoir traiter ce probléme de détection/décision, nous devons, comme précédemment, re-
chercher une “bonne” base de représentation, sur laquelle on sait mener facilement les calculs. Le
construction de la base de décomposition repose ici sur une procédure d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt :

ot

N2

K
—
—~
~
~—
»

VB
D, (1) = lblpsld)
d(t) = V Es(1—p2)

qui permet de construire des fonctions de baserthonormales, en enlevant la partie corrélée, puis
en normalisant I'énergie.

Aprés cette décomposition, seules les composantes-, du développement det) portent I'in-
formation, puisque les autres composantes sont définies comme la projectiopge des fonctions
;.1 # 1,2 qui sont justement orthogonales aux signaux d'integét) et s, (¢) :

r(t) = Zn@i(t), avec r; = /OTT(t)qu(t)dt.

Sous les deux hypothésas= [ri,r,...,7y]7 est un vecteur gaussien, qui sera caractérisé par
la connaissance des moyennes et variances. En notant que les composantes sont décorrélées (pa
I'orthonormalisation et parce que le bruit additif est blanc), il suffira de connaitre, pour I'hypothése
H, par exemple,

E[ri| Ho)

E[rs| Hol

Var |1y 2| Hy
et de méme pour I'hypothegé, . Il suffit ensuite d’écrire le test du rapport de vraisemblance (en ayant
tronqué la décomposition a un ordd, puis en faisant tendd vers l'infini, a trouver I'expression
“continue” du test. Tous calculs faits, le résultat est ici

l:/OTr(t).[sl(t)—so(t)]dt >< %logn.

Ce dernier résultat est indépendant du fait que les signaux recherchés soient orthogonaux ou non :
finalement, que les signaux soient orthogonaux ou non, le récepteur est le méme, et il faut corréler
r(t) avecs; (t) d'une part, et-(t) avecsy(t) d'autre part. De maniére équivalente, on construit deux
filtres adaptés, pour les signaux attendy(@) et s;(¢). Que les signaux soit ou non orthogonaux, la
structure du récepteur optimal est inchangée, mais les performances sont affectées par I'éventuelle
corrélation des signaux.

Dans le cas oy = 1, le test devient

l:/OTr(t)sl(t)dt >< /OTT(t)SQ(t)dt



Figure 3.9 — Récepteur optimal dans le cas binaire.

et le récepteur optimal a la structure représentée sur la figure 3.9 :

Le choix des signaux influe sur les performances du récepteur. Les performances peuvent alors
fournir un guide pour le choix des signaux, c’est-a-dire finalement pour le choix d’'une méthode de
modulation, en gardant toutefois a I'esprit que d’autres criteres de choix entrent en jeu, comme la
bande occupée, la complexité de réalisation, etc...

Comme précédemment, on introduit I'indice de performance

E[l| Hy]) — E[I| Ho)]”

2 _ |
@ = Var [I| Ho)

Sous chacune des deux hypothéses, le log rapport de vraisemblance (qui est une variable gaussienne
comme intégrale d’une variable gaussienne), vaut :

|| Hy = /QF 1o (1) 4+ b (0] [s1 (1) — s (D)]dt.
I|Hy = [ [s1(t) +b(t)] [s1(t) — s0(t)]dL.

On en déduit les moyennes :

Les variances valent quant-a-elles

Var [I| Hy) = Var (| Hy) = {//b —so(t))b(u)(sl(u)—so(u))dtdu}
— NE,(

Finalement, I'indice de performance s’exprime en fonction du rapport signal-a-bruit et du coefficient

de corrélation :
2B, (1-p)° AE,

NoE,(1—p) ~ N, L7P)
On peut ensuite facilemerdf 3.3.3, calculer les différentes probabilités, pour obtenir :

4> =

Pfa:Q[b%+g}7
PdZQ{IO%—%},

et dans le cas og=1, la probabilité d’erreur vaut

E

Pr(erreubzcz[fl :Q[ ==, W

2

et le meilleur choix, qui minimise la probabilité d’erreur, la probabilité de fausse alarme et maximise
la probabilité de détection, consiste a rechercher deux sighdtixet s, (¢) tels quep= -1.

Interprétation en terme de distance

Dans le cas de la détection binaire avec bruit blanc additif gaussien, on peut facilement interpréter
la probabilité d’erreur comme étant liée a la distance euclidienne entre les deux signaux d’intérét
so(t) ets;(t), normalisée par la variance du bruit additif. En effet, si les probabilités d’émission des
deux signaux sont égales, la frontiere de décision est constituée par la bissectrice perpendiculaire a
la droite rejoignant les points, ets;, coordonnées de,(t) et s;(¢) dans la base de représentation.




Ainsi, lorsque le signak(t) (ou s;(t)) est émis, une erreur est commise lorsque le signal recu est
plus proche de;(¢) (réciproquement,(t)) que desq(t) (réciproguement; (¢)). Comme le bruit est
blanc gaussien de variandg /2, la probabilité de cet événement est donnée par

Pr(erreut sy émig = Pr(||[r — s,|| < ||[r — So|| | S €mig =

\/m /*/2 <2N0/2> du,

ou d, désigne la distance euclidienne erggests;. Les probabilités d’erreur s (¢) et sis; (¢) sont
egales, et comme les deux messages sont equiprobables, la probabilité d’erreur totale est égale a

I'expression précédente. En effectuant le changement de vaviable/ /N, /2, on obtient alors

Pr(erreul = —— [ <_U2)d
r(erreu) = —— [ exp v
2/No/2 No/ 2
et par définition de la fonctio€,
1 d, dy
Pr(erreun = Q | = =Q , (2)
erreuy (2 N0/2> R

ou le terme apparaissant dans la fonctjpest bien la demi-distaneg /2, normalisée par I'écart type
du bruit,/ Ny /2. On peut enfin facilement calculer la valeurdle

T
@ = [ (s1(t) = so(t))? dt = 2E,(1 = p),
0
et I'on retrouve alors I'expression (1).

Exemples
Considérons deux modulations classiques dans le cas binaire : la modulation de fréquence (FSK)
et la modulation de phase (PSK).
— Dans le cas de la modulation FSK, I'information est codée a l'aide de deux fréquences : on
associe au niveau 1 une fréquenget au niveau 0 une fréqueneg de sorte que

2F,

s1(t) = 4/ Ed cos(2mit),
2F,

so (t) = 4/ Ed cos(2mupt).

Les deux signaux sont orthogonaux7siv; — v,) est soit entier, soit-> 1, et dans ce cas
p = 0. Lindice de performances vaut alai$ = 4E, / Ny, et la probabilité d’erreur

E

Pr(erreuy = 1. 3

r(erreud = Q [ NO] 3)

— Dans la cas de la PSK, linformation est codée en phase. On peut obtenir un coefficient de
corrélation de -1 en prenant un déphasage,deec

2FE,
s1(t) = —qutT cos(2mpt) (P =)

So (1) = @cos(%wot) (Py =0)



L'indice de performance vaut aloi8 = 8E, /N, et la probabilité d’erreur est

Pr(erreuy = Q [,/ 2]59] . (4)

Notons que cette PSK est ici équivalente a une modulation ASK dans laquelle on prendrait une
amplitude 1 pour représenter le signal (le “1” logique) et une amplitude -1 pour le “0” logique.

Dans le cas binaire, avec bruit blanc gaussien additif, si le critere de choix est la probabilité
d’erreur, le meilleur choix est ainsi obtenu pour une modulation PSK avec un déphasage de

3.6 Communication M-aire (M hypotheses)

En utilisant la méme démarche que précédemment, on peut étendre les résultafd enypashéses.
Ce sera par exemple le cas d’'une modulation QAM &tats, ou d’'un codage en fréquenadé fré-
guences pour codérl messages). On considére ainsi

Ho: r(t)=si(t)+b(t) te[0,T],

ou les signaux; sont certains. Comme dans le cas binaire, on obtient qu’il faut comparer les produits
scalaires de signal regut) avec chacun des signaux soursgs),

L = /OTr(t)si(t)dt

et prendre une décision en faveur du signal (de I'’hypothese) associé au plus grand produit scalaire. Le
récepteur optimal bayésien consiste donc a calculer I'intercorrélation, ou le filtre adapté vsigs
et a retenir 'hypothése correspondant a la plus grande valeur de sortie, voir la figure 3.10.

Figure 3.10 — Structure du récepteur optimal bayésien : autocorrélation ou filtrage adapté sur chacune
des voies puis comparaison.

L'évaluation de la probabilité d’erreur est quant-a-elle un peu plus ardue. Nous traiterons tout
d’abord le cas de signaux orthogonaux, qui peuvent par exemple correspondré/akBk (avec
des fréquences orthogonales), puis nous traiterons le cad/eeSK, et enfin nous donnerons le
résultat pour des modulations QAM.

Probabilité d’erreur pour dessignaux orthogonaux

En supposant que les différentes hypoth&d$gsont équiprobables et que les codts sont tels que
Ci; =1, C; =0, la probabilitée d’erreur s’écrit

Pr(erreuy = > > p;p (DéciderH;|H;réalisé

i#j
= Y p; > p(DéciderH;|H;réalis§ = > p;p (erreutH;).
i j

Les différentes hypotheses étant équiprobables,]gn@%, et il est assez évident, par symétrie du
probleme, que(e) = p (e| H;) quelque soiyj. Considérons par exemple I'hypothede :

=1=p(li>1b)p>1)..p(h>lu)
=1- I;éllp(ll > lJ|H1)
J



La probabilité de non erreur &, est la probabilité (I, supérieur a tous les, [; # 11| H,), soit

+00 l1
P (non erreur sousl; ) :/p(l1|H1 / (I3|Hy) // / (Ip|Hy)dldly ... dly (5)

(M—1) f0|s

Ici les produits scalairels, I, conduisent a

L= r(t)s (t)dt ‘ L lym =y [ (@) 0 (@) s (1) dt,
_ (T _ T
li=Jo r(t)s;(t)dt Lijr = Jo [s1(t) +b(8)] s () dt.

En utilisant 'orthogonalité des signaux, les moyennes sont données par

E[l;|Hi]=0 pour j#1
= E; pour j = 1.

Afin d’évaluer la probabilité de non erreur, ou d’erreur/Hi, il nous faut connaitre (1;|H,), j =
1...M. Orlesl;|H,, pourj = 1... M sont des variables gaussiennes dont les variances valent :

Var [ |H; = %ES,
Var [;|Hy = %ES.

Toutes les variablels| H; pour;j # 1 sont ainsi des variables de méme loi, et pour alléger un peu les
relations, on pose? = %ES. Ainsi, la probabilité (5) s’écrit

P (nonerreutH,) = [*2° (" (b p (1 /Hy)p(ly/Hy) ...p (La/Hy) dl
= /) [ G/ d]) "

7 7
gaussienne gaussienne
non centrée centrée
- W-Bs)2 [ 0 12 M-1
= [t a\/ﬂ 5(15) [foo =€ 20'—72dlj} dly.

Finalement, en posapt= [; /o etz = [; /o, on obtient la probabilité d’erreur :

Pr(erreuy = 1 o 1 1/2E3 2 !
T =1 — X Xr — €
V21o P No —00 /21

ou on a posé = [; /0. Cette relation n’admet pas de solution analytique, et doit étre évaluée numé-
riqguement.

5 M-1
—%dy] dz  (6)

Borne d’'union

On peut cependant obtenir une borne supérieur simple pour cette probabilité d’erreur. Donnons
tout d’abord une formulation générale de cette borne, pour le probleme de la détection\parmi
signaux, non néecessairement orthogonaux. Rappelons que la probabilité d’erreur pour la détection
entre deux signau;(¢) ets;(¢t) de méme énergi€, est donnée par (1), et si I'on nafg I'indice de
performance ep;,; le coefficient de corrélation correspondant, on a

dij | _ Es )
7]—62[ ﬁo(l—/)m) -

Pr(erreuny = @

On peut voir le détecteur pour |8g signaux comme effectuait — 1 décisions binaires entre la voie
contenant le signal, disons(t), et les autres voies. On aura alors erreur sur la détection si&une



moinsdes décisions binaires est erronée. Notdpspourk = 1..M — 1 'événement correspondant

a une décision binaire erronée. Alors la probabilité d’erreur pour la détection du sjgngbarmi

M est égale a la probabilité de I'union (du « ou » logique) 8les- 1 événements. Or on sait que

la probabilité de I'union de\/ — 1 événements est toujours inférieure a la somme des probabilités
élémentaires Pr(Up’,' Ay) < M5 Pr(A4y). Ainsi,

M ..
Pr(erreuts;(t) émig < > Q [%] pouri =1,2,... M.
J=1
J#i

La probabilité d’erreur symbole est alors la moyenne de cette expression padrdgsboles, et

M
Pr(erreu) = > p;Pr(erreuts;(t) émis
i=1
M M
d.
< . - (7)
< 2 'Z PiQ l 5 ]
J=1
JF
ou lesp; sont les probabilités d’émission des différents signayx). Notons (ceci nous sera utile

pour établir la probabilité d’erreur pour lég-PSK), que dans le cas d’'une constellation circulaire
symetriquePr(erreufs;(t) émis est la méme pour tout et

P < 3 di) _ ¥ Ay touti 8
r(erreun < .Zl Q(;) = 421 Q(\/m) pour tout, (8)
J= J=
j#i j#i

oud,,, estladistance euclidienne entre les signgux ets;(t), comme nous l'avions utilisée en (2).
Revenons maintenant au cas des signaux orthogonaux de méme énergie. Dang; ce-daset
tous les indicesl;; sont égaux. A partir de (7), on obtient alors pour (6) la borne supérieure simple

suivante :
Pr(erreun < (M — 1)@ <C§i> =(M-1)Q Q/%) .

Application : transmission de digits binaires

A titre d’application, considérons le cas d’une transmission de digits binaires, et étudions I'évolu-
tion de la probabilité d’erreur lorsqué croit. Les niveauX, 1 émis par la source sont équiprobables
et émis tous le§". La puissance disponible a I'émission est donnée, et fixée@n forme ensuite
des symboles en associant plusieurs digits binaires. On considérera par ailleurs que lesssighaux
associés a chacun des symboles sont orthogonaux.

1. Transmission binaire,, s, I'énergie par signal est, = TP,

2. pourM = 4 (groupes de 2F, = 2T'P,

3. pourM = 8 (groupes de 3 digits binaire&), = 3T P,

4. pourM = 2K (groupes de = log, M digits binaires)E, = K TP = log, (M) TP.

Ainsi, I'énergie associée a chacun des signaux émis est liée a la puissance disponible et a la durée

d’émission de la source. La probabilité d’erreur est donnée par la relation (6);;&\#@0%]35 =
Lolog, (M) TP etil vient donc

2 M-1
oo 1 1 2TP1 M z 1 y2
Pr(erreuy = 1 —/ — —exp—= |7 — 2T'Plog, (M) [/ o dy] dz,
—oo /21 log, 2 No —c0 \/2T



et aprés un changement de variable,

M-1

1 oo 2 yty /e M 2

Pr(erreun =1 — —/ exp L / o e T dy
vV 21 J—o0 2 —00 V2T

En fonction de)M, on peut enfin montrer que

lim (M —1)log {/y” TR Le—gdt] = { —oo siy, <logy
M—00 _oo V2or 0 sinon.
On en déduit quér(erreuy — 1si 5 < log,, et quePr(erreuy — 0'si & > log,.

Ainsi, en dessous d’un certain débit7’, on peut garantir une probabilité d’erreur aussi faible
gue I'on veut. Par contre, lorsque le taux d’émission est supérieur a ce seuil, il n’est pas possible de
transmettre sans erreur, et la probabilité d’erreur tend méme vers 1. Ceci n’est autre que le second
théoreme de Shannon, qui indique qu’on peut espérer transmettre de I'inforrsatisrerreuren
dessous d’un certain débit maximum, etajobntrariola probabilité d’erreur devient tres importante,
guelques soient les moyens mis en ceuvre, des que I'on dépasse ce seuil.

Probabilité d’ erreur pour une modulation M-PSK

Dans la section précédente, nous avons étudié la probabilité d’erreur pour la transmission de
M signaux orthogonaux. Evidemment, les signaux utilisés dans une modulation PSK ne sont pas
orthogonaux entre eux, et il nous faudrait donc reprendre le calcul dans ce cas de figure. Pour des
corrélations arbitraireg;; entre les signaux;(t)et s;(t), pouri,j = 1..M, on peut établir, voir [1,
pages 381-383], que la probabilité d’erreur s’exprime comme

/+<>0 ( 2E3>
= exp | x No

x |4 /m /x L exp (—lyTpfly) dy| dx
dx oo e oo 21 )M de 2 ’
V/ (2m)M det(p)

(m—1) fois

1 E;
Pr(erreun =1 — s <_Fo)

ce qui n’est pas précisément une expression tres sympathique a manipuler. On peut cependant facile-
ment trouver une borne supérieure, en utilisant la borne d’union présentée dans la section précedente,
dans laquelle on utilise I'expression (1) de la probabilité d’erreur pour la détection binaire de deux si-
gnaux de corrélation quelconque. Dans la mesure ou cette derniére probabilité d’erreur est elle-méme
majorée par la probabilité d’erreur pour les deux signaux de corrélation maximum, on obtient alors

Pr(erreun < (M — 1)@ [ % (1- pmax)‘| )

oU pnax €St le plus grand des coefficients de corrélation.

Dans le cas des modulations PSK, on peut obtenir une expression simple en utilisant la borne
d’union établie en (8) et reproduite ci-dessous :

M dij M d,..

Pr(erreupy < ) Q(%): > Q(—=%) pour touti, 9)
J=1 J=1
j#i j i

)
5



La constellation d’'uné/-PSK est circulaire, et si les signaux sont d’éneigiela distance entre un
point de la constellation et I'un de ses deux plus proches voisins est donnée par

d, = 2\/58 sin (%) .

Sil'on suppose que le rapport signal-a-bruit est suffisamment grand pour que les erreurs soient essen-
tiellement dles a la confusion entre deux voisins, la somme en (9) se réduit a deux termes, et il reste

simplement
Pr(erreupy ~ 20Q) <1 / 2NE;S sin (%)) =2Q ( vafb sin (%)) ,

aveck, I'énergie bit etk = log, M. Cette approximation de la probabilité d’erreur se révéle bonne
pour toutM > 4, trés proche de la vraie probabilité d’erreur si le rapport signal-a-bruit est élevé.
Pour une modulation QAM, on obtient la probabilité d’erreur suivacit¢3, pages 369-373] :

Pr(erreuy < 1 — {1 —20Q ( %)] ,

ou E, est I'énergie symbole moyenne. Pour les probabilités d’erreur correspondant a d’autres shémas
de modulations, on pourra se reporter a [2] ou [3].

3.7 Deétection a maximum de vraisemblance d’'une
séquence de symboles

Lorsque les signaux somsans mémoireles détecteurs précédents, qui procedent symbole par
symbole, sont optimaux au sens de la probabilité d’erreur. Cependant, lorsque le signal présente une
mémoire, c’'est-a-dire lorsque les symboles codés successifs sont interdépendants, le recepteur devrait
tirer parti de cette dépendance. Par exemple, pour une modulation & phase continue (CPM), les phases
successives ne sont pas indépendantes. Ainsi, pour une modulation MSK, qui est une modulation
a phase continue d’indice/2, on ne peut passer d’'une phase nulle qu'a une phase'2ieu de
3w /2. En quelque sorte, les hypotheses de détection a considérer a chaqueligstaatent de I'état
antérieur On peut bien entendu traiter la détection des signaux avec mémoire symbole par symbole
sans se préoccuper de la dépendance intersymboles, ce qui ménerait pour la MSK a décider a chaque
instant entre les 4 états de phg$en/2, 7,37 /2}, mais il est clair que la prise en compte de la
dépendance intersymboles doit permettre d’améliorer les performances. On cherche ainsi a détecter
uneséquence de symboles

Comme dans la présentation de [2], considérons un signal NRZ encodé différentiellement, c’est-a-
dire que le signal de sortie de I'encodéir,ne change d’état que lorsque I'entrgede I'encodeur est
un « 1 ». Ainsi, on &, = a;, +b,_1, ou I'addition est une addition modulo 2. Notafiset .S, les deux
états possibles dg, auxquels on pourra associer deux niveaux d’amplitude, deux signaux différents
so(t) etsy(t), etc. Lafigure 3.11donne ainsi le diagramme en treillis pour un NRZ différentiel, ou les
changements d’état sont provoqués pae 1.

Figure 3.11 — Diagramme en treillis pour un NRZ différentiel

Supposons ici que I'on associe les niveaygx= —s; = A aux deux états. Pour k& symbole,
I'observation est alors de la forme
T = :f:A + bk,



en sortie du filtre adapté de réception, abgain bruit blanc additif gaussien de variangg Les
densités de probabilité conditionnelles aux deux hypotheses s’écrivent alors

plndsns) = = exp {2 EALL

210} 20},

Considérons une séquence de symboles de longtieat notonss™ la n¢ parmi les2 sequences
possibles. Alors, la densité de probabilité conditionnelle de la séquence d’observatian. ., r
si la séquence™ a été émise, est

K 1 —(Tk - S(n))2 1 " 1 K (n)
p(T’l,TQ,...,TK|S(n)) = H €xXp 202k = > eXp{_F Z(Tk—skn )2}’
\/ 27O b k=1

ou s,ﬁ") = +A. Ainsi, on peut rechercher la séquerste telle que la densité conditionnelle précé-
dente la vraisemblancesoit maximale. On obtient alors un détecteur de séquence au maximum de
vraisemblance. En prenant le logarithme, on voit que la recherche de la solution au maximum de
vraisemblance correspond a la minimisation dmé&trique

K
Zrk—sk

Il s’agit donc de retenir la séquence associée a la métrique (ici une distance euclidienne) la plus
faible, parmi le2X séquences possibles. Il est possible de réduire cette complexité en utilisant une
recherche séquentielle des séquences sur le treillis. L'algorithme de recherche correspondant s’appelle
I'algorithme de Viterbi. Cet algorithme peut étre employé des que I'on a une recherche de solution au
maximum de vraisemblance pour une séquence de données non indépendantes. On le rencontre ainsi
également dans le contexte de I'égalisation (voir le chapitre sur I'égalisation) et pour le décodage des
codes convolutifs (voir le chapitre sur le codage canal).

Dans le cas de notre exemple du NRZ différentiel, chaque noeud du treillis, correspondant a un
instant de décision — multiple de la période symbole, est atteint par deux chemins « entrants », et
deux chemins partent de chaque noeud. Pour les deux chemins entrants, on peut calculer la métrique
cumulée. Considérons ainsi que I'on soit a I'étdpet que I'on considére un noeud sur 'étgy.

Alors, pour le premier chemin atteigna$y;, on aD; (i) = Dy (i — 1) + (r; — A)?,0uD; (i — 1) est la
métrique du premier chemin entrant; et pour le second chemin/oft@ = Dy(i — 1) + (r; — A)%.

L'algorithme de Viterbi consiste alors a comparer ces deux métriques au neeade retenir que
le chemin correspondant a la métrique la plus faible. En effet, le chemin écarté correspond forcément
a une séquence (partielle) de vraisemblance plus faible, et la prolongation de ce chemin aménera
toujours a une vraisemblance plus faible que la prolongation de I'autre chemin. Le chemin conservé
est appelé chemurvivant Les mémes opérations sont effectuées pour les chemins entraist,dans
le noeud suts; a l'étapei, et I'on obtient un survivant. Les deux survivants sont alors prolongés dans
le treillis jusqu’aux états suivants a I'étape- 1. Ainsi, le nombre de chemins a explorer, parmi les
2K est divisé par deux a chaque étape, ce qui explique la popularité de cet algorithme. Ce processus
est poursuivi jusqu'a = K, et I'on retient alors le chemin de métrique la plus faible, c’est-a-dire de
vraisemblance la plus grande. Enfin, en notant les transitions sur le chemin retenu, on reconstruit la
séquence de symboles.

Notons qu’en général, on s’arrange pour débuter d’un état connu et terminer le treillis sur un état
connu. Cela correspond par exemple a avoir ajouté quelques bits a 0 en début et en fin de séquence
(bits de terminaison #ail bits), qui imposent I'étatS, en début et fin de séquence, et permet d’éviter
des ambiguités. Lorsque deux chemins entrant en un noeud ont méme métrique, ces chemins ne
sont pas distinguables (sont équivalents) en terme de vraisemblance, et on peut tout simplement n’en
retenir qu’un par tirage aléatoire (pile ou face).




D’aprés ce qui précede, on voit qu’il faut attendre la fin du treillis avant de prendre une décision
sur la séquence, et par conséquent sur les symboles individuels. Il s’en suit donc un retard de décision
qui est considérable. En pratique, si on appellla mémoiredu signal, c’est-a-dire le nombre de
symboles précédents dont dépend le symbole coufaat [ pour le NRZ différentiel), on s’apercoit
gu’'avec une probabilité trés élevee, toutes les séquences survivanieenidentiques jusqu’a
1 — 5L. On peut donc prendre les décisions avec un retafd.¢sans attendre la fin du treillis.

Revenons maintenant au cas des modulations a phase continue. Ces modulations sont caractéri-
sées par un nombre fini d’états de phase, le nombre exact d’état dépendant a la fois de l'indice de
modulation et de la largeur (en nombre de symboles) de l'impulsion de mise en forme. Les tran-
sitions entre les différents états de phase sont gouvernées par un teillis de phase. On peut mon-
trer que la log-vraisemblance de I'observatign) conditionnellement & une séquence de symboles
S= [s1, S2, . .. Sk/|, €St proportionnelle a

Mgk (s) = r(t) cos2m fot + &(t; S)|dt = My _1(S) + r(t) cos[2m fot + 6(t; S) + Ok |dt,

(K+1)T (K+1)T
/—oo KT

oud(t; s) dépend de la séquence de symboles et de I'impulsion qane dépend que de la séquence

de symboles précédents, etbll; ;(s) est la métrique jusqu'eR T. Compte tenu de ce qui précéde,

on voit que 'on peut appliquer I'algorithme de Viterbi afin de reconstituer la séquence des états de
phase et par suite la séquenc de symboles. Pour cela, il faut utiliser la métrique précédente, c’est-a-dire
en fin de compte calculer un produit scalaire avec une fonction des états de phase.

Pour terminer cette section, on notera que l'algorithme de Viterbi permet d’obtenir d’excellentes
performances, mais que son emploi est typiquement limité par le nombre d’états. En effet, si on a une
mémoire de longueuk avec une modulation binaire, on obti@htétats, ce qui devient prohibitif dés
gueL est supérieur a 9 ou 10.

3.8 Détection de signaux de phase inconnue, ou a
parametres inconnus.

Les signaux regus sont non seulement bruités, mais il peuvenirgiggfaitement connusla
phase, le rythme ou la fréquence des signaux recus peuvent étre mal connus, en raison de la propa-
gation ou de la désynchronisation de I'émetteur et du récepteur. Il s'agit donc de détecter la présence
de signaux qui sont eux méme imparfaitement caractérisés : on considérera par exemple le cas d’'une
détection binaire
r(t) =so(t,0)+0(t)
r(t) =s1(t,0) +b(1),

ou le paramétré est inconnu.
Comme classiquement, on formule le rapport de vraisemblance

ou I'on définit les distributiong (r| Hy) etp (r| H;) comme les distributions marginales

p(r[Ho)
p(r| H)

= {PU! Ho,0) p (6] Ho)db,
= ({p(rl Hy,0)p (6| Hy)do.

On dit qu’'on intégre le parametre de « nuisancehers du probléme. Le probleme est alors résolu,
si I'on se donne des les distributioagriori p (6| Hy) etp (6| H,), et si les distributions marginales
sont calculables.



Une autre possibilité souvent utilisée est de construirapport de vraisemblance conditionnel

_ p(r[H1,9)

olr) = i Ho, 0)

On retient alors dans un premier temps la valeud @®mme I'argument du maximum du rapport
de vraisemblanceg* = argmax,Ay (r), puis il reste a résoudre un probléme classique, ave®*
connu. Le probleme a alors été scindé en deux étapes : d’abord une @stimationdu parametre,
puis une étape de détection.

Récepteurs pour un signal a phaseinconnue

Pour illustrer le probléme de la détection d’'un signal a parametres inconnus et fournir le récepteur
correspondant a un cas particulier important, considerons maintenant le probléme de la détection d’un
signal sinusoidal dont la phase est inconnue.

Hy r(t)=cos(2mfot +P(t)+0)+b(t)
Ho r(t)=b(t)

Apres décomposition sur une bonne base, on peut écrire le rapport de vraisemblance, puis faire tendre
N vers l'infini pour obtenir I'expression continue. Cette démarche ayant déja été répétée a plusieurs
reprises, on peut donner ici directement le résultat. On a en outre introduit wnpriori p, () sur

le paramétrd, et on a exprimé les lois marginales.

™ 2 T 4 (T )
A(r) = / Do (6) df exp —/ r (1) so (t,0) dt — —/ so(t,0)% dt
-7 NQ 0 N() 0
Le signals (t,0) = cos (27 fot + ® (¢) + 0) peut étre exprimé comme
cos (wt + ® (t) + 0) = cos (wt + P (t)) cos @ — sin (wt + P) sin
On peut alors décomposeft) sy (¢, 0) sous la formd.c cos§ — Lg sin 6§, avec
Lo = [ r(t) cos [wt + @ (t)]dt
Ls = [ 7 (t)sin [wt + ® (t)] dt
et le rapport de vraisemblance devient alors (a une constante pres) :

/ G 2
A(r)= /ﬂpe (0) exp {Fo (Lo cost — Lgsin®)| df.

Il nous reste maintenant a spécifier la distributopriori. On peut prendre une famille de densités
indexée par un parametreg, :
exp (L, cos @)
0,Ly,)=——"""-—7—¥—=
po (0 L) = =0T
ou [, est la fonction de Bessel de 1ere espece. Pour cette famille paramétrée, on a en particulier
L =0 —ps(0) = 5

2

L, —00 —pg(f)=45(0)
Le rapport de vraisemblance devient alors

AN (r(t) = [ exp [(Lm + 2]6—00) cos ) — ks sin 9} s df

No 2mly (Lm)

1
:m'lol{(Lm—l—%_g)Q—l—(%)z}Q]



et
Hy

> 2E,
- logn + Ny +log Iy (L) -

Hy

2L\ 1
log A" (r) = log Io {(Lm + TC> + (Ls)z}
0

En tenant compte du fait que

ol
I

]O(x)z1+%2 (x << 1)
c'est-a-direlog (I, (z)) ~ £

il vient
NQ 2 >
L —L L?

et on en déduit le récepteur optimal : un schéma de démodulation non cohérente typique, qui consiste
a démoduler par deux signaux en quadrature, a intégrer puis a élever au carré afin de faire disparaitre la
dépendance en la phase inconnue : Dans ce dernier schéma, on peut remplacer la partie démodulation

Figure 3.12 — Récepteur optimal non cohérent dans le cas de la détection d’un signal dans du bruit.

et intégration (le calcul de corrélation) par un filtre adapté suivi d’'un échantillonnage aufgpops
obtenir un récepteur équivalent a filtres adaptés.

Ce type de résultat s’étend a des modulations a plus d’états; dans le cas d’'une modulation M-
FSK avec une incertitude sur la phase de réception, on trouverait ainsi un récepteur consfifué par
voies ou I'on calcule les produits scalaires du signal recu avec les composantes en quadrature de la
fréquence attendue, intégration et élévation au carré ; c’est-a-dire simplement le récepteur élémentaire
précédent, répliqué pour lag fréquences potentielles. Enfin, la décision est prise en faveur de la voie
fournissant la plus grande valeur.

LorsqueL,, = 0, le test se réduit a

>
Lo+ L2
C + 5<77

et I'on doit calculerLo* + L2, ou, de maniére équivalentg/,LC2 + L2. Ceci peut étre réalisé en
employant un filtre passe-bande isolant le signal recherché suivi par un détecteur d’enveloppe. En
effet, si I'on prendh(t) = cos (27 fot + 1(t)), alors le signal de sortie vaut

(hxr)(t) = fOT h(t — 7)r(T)dr = fOT cos (2m fo(t — 1) + (t — 7)) r(7)dr
= Lecos(2nfot +¢(t —7) — ®(7)) — Lgsin (27 fot + (t — 1) — @(7)).

L'enveloppe de la sortie du filtre est alors proportionnelle a la racine carrée du test. Il suffit donc
d’utiliser un détecteur d’enveloppe apres la démodulation (un seuil a zéro suivi par un filtrage passe-
bas par exemple). L'enveloppe étant insensible a la phase du signal recu, ce dispositif permet ainsi la
détection. Si le signal émis comportait en outre une modulation d’amplit(tdec’est-a-dire qu’il

serait de la formeu(t) cos (27 fot + ¢(t)), alors on devrait utiliser un filtre passe-bande de réponse
impulsionnelleh(t) = b(t) cos (27 fot + (1)), cf [1, pages 341-343] et dans ce cas I'enveloppe de
sortie est la racine du tegfic2 + L2 alinstantT, sion choisib(t) = a(T—t) ety (t) = —O(T—1).

Ceci peut alors étre interprété comme la combinaison d’'une démodulation d’une part et un filtrage
adapté d’autre part. Cette opération, suivie par la détection d’enveloppe et échantillonnage a I'instant
T est parfois appeléitre adapté non cohérent



Récepteur pour un signal a amplitude et phaseinconnue

Pour conclure ce chapitre, nous nous intéresserons au cas d’'un signal issu d’'un canal de Rayleigh.
En I'absence de bruit d’'observation, le signal recueilli a la forme

r(t) = a(t) cos (2w fot + 6(t)) ,

ou I'enveloppeu(t) varie continlment et a une densité de probabilité de Rayleigh, et ou la phase est
distribuée uniformément entteet 2. Lorsque I'on a un €ading» lent, on peut considérer quét)
et d(t) sont constants sur chaque durée symbole, et si on s’intéresse simplement & un probléme de
détection, on a

Hy r(t)=acos(2nfot +0)+0b(t),

Hy r(t) =b(t),
ou a est une variable aléatoire de Rayleighfaine variable aléatoire uniforme. On peut écrire la
partie signal en fonction des composantes en quadrature :

acos (27 fot + 0) = ay cos (27 fot) + as sin (27 fot) = ays1(t) + agss(t),

oua, eta, sont deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes, centrées et de mémevariance
De plus, les deux composantes sont orthogonales. On obtient alors pour le rapport de vraisemblance

Ar) = f / Pas (A1)pas (42) exp (Ni [0 (s (0) + Azsalt) at
/ S3 A5 ()5 )dt) dA,dA,.

i=1j5=1

En définissant alors .
L = / r(t)si(t) dt,
0

et en utilisant I'orthogonalité entrg et s,, on obtient

L2 0-21 +L2 0-22 >
! 021+N0/2 2 0'2 —I—NQ/Q <

En se souvenant enfin qué = o2 = o7 et en notant qué, et L, ne sont rien d’autre que les
fonctionsL et L, introduites précédemment, on obtient finalement

L* + L2 i v,

qui est le méme test que celui obtenu pour le cas d'une phase aléatoire, et I'on adoptera donc les
mémes structures de récepteur. Bien entendu, les performances seront dégradées par rapport au ca
ou seule la phase est inconnue, mais I'étude de cette question sort du cadre de ce texte, et I'on pourra
se reporter a [1].

3.9 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons taché de présenter des outils et une méthodologie pour comprendre
ou concevoir une récepteur de communication numérique. Nous avons notamment donné la démarche
qui permet d’établir une structure de récepteur et les moyens de qualifier celui-ci en calculant ses per-
formances. Ces points ont été développés dans quelques cas particuliers. Evidemment, nous n’avons
pu aborder I'ensemble des shémas de modulation et des scénarios caractérisant une chaine de trans
mission; mais nous pensons que notre présentation constitue une bonne base pour une exploration



plus approfondie, débutant par exemple par les ouvrages cités en bibliographie. En outre, il faut gar-
der a I'esprit que les récepteurs présentés ici correspondent presque a un cas idéal, puisque en pratique
le probleme de la réception est souvent compliqué par la présence d’interférence entre symboles, qui
nécessitera un dispositif d’égalisation, et par des problémes de synchronisation entre I'émetteur et le
récepteur. Nous abordons maintenant ces derniers points dans les deux chapitres suivants.
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