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RESUME

La factorisation bispectrale consiste a identifier le filtre
générateur a partir des données bispectrales. Nous mon-
trons que ce probléme se raméne trés simplement a la fac-
torisation d’une matrice composée des éléments du bispec-
tre. L’algorithme de factorisation correspondant est explic-
ité et on retrouve ainsi les méthodes récursives de factori-
sation. Cette procédure de factorisation s’étend auz poly-
spectres d’ordre quelcongue et au cas de signauxr multidi-

menstonnels.

1.INTRODUCTION

% INFORMATION livrée par les statistiques du second
ordre, parcellaire, laisse indéterminés certains prob-
lémes. Lorsque cette information est remplacée, ou com-
plétée par des statistiques d’ordre supérieur, il est possible
d’obtenir des solutions plus pertinentes. En particulier, les
polyspectres conservent 'information de phase et perme-
ttent ainsi d’identifier un filtre générateur en module et
en phase. La factorisation bispectrale consiste a identifier
le filtre générateur & partir des données bispectrales. Nous
montrons que ce probléme se raméne trés simplement a
la factorisation d’une matrice composée des éléments du
bispectre. L’algorithme de factorisation correspondant est
explicité et I'on retrouve ainsi les méthodes récursives de
factorisation. Cette procédure de factorisation s’étend aux
polyspectres d’ordre quelconque et au cas de signaux multi-
dimensionnels. Quelques résultats de simulation sont égale-
ment donnés.

Considérons la sortie x(n) d’un systéme linéaire de
réponse fréquentielle H(v) excité par un bruit blanc u(n)
dont le moment d’ordre 3 est . Tandis que le spectre de
la sortie est indépendant de la phase de H(v), le bispectre

B(I/l,ljz) IﬁH(Vl)H(I/z)H(—I/l — 1/2) (1)

conserve cette information. Ainsi, les données spectrales
laissent indéterminée la phase de H(v) et I'identification est
habituellement complétée en imposant des conditions sur
le filtre générateur (comme par exemple une condition de
phase minimale, ou une condition de phase nulle). Par con-
tre, I'identification de la réponse fréquentielle 7 (v) & partir
des données bispectrales permet d’accéder & la phase du fil-
tre. Notons cependant que les polyspectres sont insensibles
a un facteur exponentiel sur H(v): il suffit d’observer que
la substitution de H(v) par H(v)exp(av) dans (1) laisse
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le bispectre inchangé. En conséquence la réponse fréquen-
tielle du filtre ne saurait étre reconstituée qu’a un facteur
exponentiel (une phase linéaire si les données sont réelles)
et un facteur d’échelle (lié¢ au ) pres.

2. STRUCTURE DE LA MATRICE
BISPECTRALE

Définissons la matrice bispectrale B par
B(i,j) = B(i,—j) pour i, =0... K. (2)

Le terme générique de cette matrice s’écrit
B(i,j) = FH(OH(—j))H(j — ). (3)

Dés lors, on vérifie facilement que cette matrice exhibe une
structure trés particuliére : elle s’exprime comme le produit

H(0) (0) 7 H#(0) H(K)H(0) (0)
B . : - :
0  HE)HEER) ... HO L0  HEK)
noté
B(i,j) = (3D \TD-, (4)

ou Dy et D» sont deux matrices diagonales et T une
matrice de Toeplitz non symétrique. On utilisera égale-
ment dans la suite les notations diag{u} et Toeplitz{wu, v}
pour représenter respectivement une matrice diagonale
engendrée par le vecteur u et une matrice de Toeplitz non
symétrique dont la premiére colonne est u et la premiére
ligne v. Notons que dans le cas de signaux réels, D, = D],
et T est de Toeplitz hermitienne.



Une factorisation de la matrice bispectrale sous forme
Diagonale-Toeplitz-Diagonale (DTD) livre ainsi la séquence
{H(=K) ... HLK)}. Cest & cette factorisation que nous
allons maintenant nous intéresser.

3. ALGORITHME DE FACTORISATION

On cherche donc a factoriser une matrice B sous la
forme

B = D,TD, (5)

ot D; et D, sont deux matrices diagonales et T une ma-
trice de Toeplitz. Sans perte de généralité, on supposera
que T(1,1) = #(0) = 1. L’algorithme de factorisation ex-
ploite une récurrence sur ’ordre. En effet, a 'ordre n + 1,
on a sous forme partitionnée

B, : bi(n+1)
b,
by(n+1) by, B(n+1n+1)

ldl(O) (0) ]
Dl,n
(0) di(n+1) (6)
T, C o hi(n41)
X : tin
ty(n+1) 1, 1
d»(0) (0) ]
X DZ,n
(0) dy(n+1)

ot les inconnues dy(n+ 1), da(n+ 1), t1(n+ 1) et ta(n+1)
doivent vérifier

dz(n =+ 1)D17nt1(n) == bl,na

(

di(n+ 1)td (n)D2y = b3, (
da(0)dy (n 4+ D)ta(n + 1) = bo(n + 1) (
di(0)dso(n 4 D)ty (n+1) = by(n+1). (

La résolution est immeédiate : les deux premiéres rela-
tions livrent dy(n + 1) et da(n + 1), qui reportés dans les
deux suivantes donnent t1(n—+1) et t2(n+1). Notons toute-
fois que les relations (7a) et (7b) sont surdéterminées: on
pourra alors construire plusieurs variantes de résolution.
On peut par exemple adopter une résolution aux moindres
carrés qui conduit a:

b
do(n+ 1) = —2—— avec w1, = D1 nt1(n). (8)

On peut également retenir comme estimée la moyenne des
solutions des @ relations (7a)

Q bl n
de(n+1) = %; [L(ini’ )

ot [ ], indique la ¢° composante du vecteur considéré.

Lien avec les algorithmes récursifs. Sous cette derniére
forme, la procédure de factorisation est identique aux algo-
rithmes récursifs de reconstruction & partir du bispectre,

voir par exemple [1, 2]. Ces algorithmes reposent sur la
relation :

. B(k’l, —k‘z)
B = ) i (ks — f) (o)

qui permet de reconstruire récursivement la séquence
H(k), pourvu que ko<k;. Notons que cette relation est
aussi le fondement de la procédure de factorisation que
nous présentons, procédure qu’il faut interpréter comme
une autre vision de ces algorithmes; & travers une propriété
«structurelle» de la matrice bispectrale.

Initialisation. L’initialisation consiste &  choisir
d1(0),d2(0) et di(1),d2(1). On ne dispose pour cela

que des relations

[
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qui ne suffisent pas a déterminer complétement ces valeurs
initiales. On peut alors se contenter de prendre

d1(0) = d»(0) = /B(0,0), (13)
et di(1) = do(1) = V/B(1, 1). (14)

Il convient d’examiner quelles sont les conséquences de ce
choix sur la solution obtenue & I'issue de la factorisation.
Pour des raisons de simplicité, on se contente de 'une des
équations disponibles dans (7a) et (7b). On obtient alors,
au rang k,

_ B(1,k+1)
T B2 k+1)

ha(k)

B(1,2) [d1(1)]’“’ 1)

B(2,2) [ di(0)

L’estimée izl(k) vérifiant la méme relation avec comme
valeurs initiales d1(0) et d1(1), il vient

b = /", (16)

(k) [dl(O)dl(l)]

et on obtient de la méme facon

ho(k) [ da(1)ds(0) k_ —k
[sz(o)dz(l)] =pF. (17)

L’indétermination des conditions initiales conduit ainsi &
un facteur exponentiel sur la solution. Ceci n’est pas sur-
prenant car nous avons vu que le bispectre est justement
insensible & un tel facteur.

On peut d’ailleurs observer que cette indétermination
est comprise dans la structure DTD que nous avons ex-
aminée. Solent en effet p; et p, deux matrices diagonales,
alors

B = D,TD,, (18a)
= p1p ' D1TD2p,p;" (18b)
=p,D1p;'Tp, Dop5*. (18¢)

Ainsi, en notant que TV = pl_lsz ne conserve une struc-
ture de Toeplitz qu’a la condition p = p; = p, avec p de
la forme diag[p® . ..p" ], on constate que la transformation
D, = pD,, Dy = p7'Dy et T' = p~'Tp, c’est-a-dire
un facteur exponentiel tel qu’en (16) et (17), conduit



également & une factorisation DTD de B.

Réduction de ’algorithme dans le cas de signaux
réels. Dans le cas des signaux réels, les relations de
symétrie hermitienne conduisent & rechercher la factori-
sation sous la forme B = DT D™, ou T est cette fois de
Toeplitz symétrique. La procédure précédente peut donc
étre simplifiée de maniére & tenir compte de da = dj, et
to = t].

4. EXTENSION POLYSPECTRALE

Pour un polyspectre d’ordre ¢ + 1 supérieur & 3, on a

Pq 1(1/1,...,I/q) =
' ﬁq+1H(1/1) .. .H(I/q)H(—Vl S — yq)’ (19)

oll #441 est le cuamulant d’ordre ¢4 1 du bruit blanc généra-
teur. En fixant ¢ — 2 fréquences vy, ceci se réduit a

Popi(vi,v) = v Hwi) H(vy)H(-v; —v; —a)  (20)
avec a = 3 1 v,k £, j et vy = By [Tio) H(ve), k #
t,j. De la méme fagon que dans le cas bispectral, on peut
définir

Poi1(i,J) = v HOH(=j)H(j — i — a), (21)
et on exhibe alors & nouveau une structure DTD :
Pq+1 = ”yq+1D1TD2, (22)
avec

D, = diag{H(0),..., H(K)}

T = Toeplitz{[H(—«),..., H(-K — )],
. [H(—a),...,H(K — a)]}

D, = diag{H(0),..., H(-K)}

(23)

La matrice bispectrale formée a partir d’une «tranche»
de polyspectre d’ordre ¢ + 1 admet donc elle aussi une
structure DTD, et ’algorithme de factorisation bispectral
peut ainsi étre employé pour des polyspectres d’ordre
quelconque. Dans le cas de signaux réels, les matrices D
sont conjuguées, mais la matrice de Toeplitz reste non
symétrique (sauf si « est choisi égal & zéro). L’algorithme
de factorisation pourra alors étre aménagé.

5. EXTENSION MULTIDIMENSIONNELLE

La procédure de factorisation précédente peut s’étendre
au cas de signaux multidimensionnels. Si ’on considére par
exemple le signal bivarié #(n,m) comme la sortie d’un fil-
tre linéaire de réponse en fréquence H(vq,va) excité par
un bruit blanc u(m,n) dont le moment d’ordre 3 est 3, le
bispectre s’écrit

By ,va,vi,vh) = BH(1,v2)H Wy W) H(—vy — va,—vf — v4).

On peut alors définir le tenseur bispectral B par
B(i,j k1) = GH(i, j)H (—k,~DH(k =il = j).  (24)

Notons maintenant B;; la matrice B;, = B(i,j, k,l) pour
1 et k fixés. Cette matrice admet une structure DTD :

B, = D;T,_;D_y, (25)

avec

D; = diag{H(i,0),..., H(i, N — 1)}

Tj_; = Toeplitz{[H(k — ¢,0),..., H(k—14,1 = N)],
[H(k—14,0),...,Hk—1,N—1)]}

D_; = diag{H(—=k,0),..., H(—k,1 — N)}

On peut collecter toutes les valeurs du tenseur bispec-
tral sous la représentation matricielle

_ By, Bynv_:
B- | (21)
Byn_10 By_in_1

(26)

Dans ces conditions, B s’écrit elle aussi sous une forme
DTD, notée B = DTD>:

Dy 0) T To Tn_1TD—o (0)

(0) Dy 1T n ... Ty (0) Di_x
Ainsi, on peut former une nouvelle matrice a structure
DTD, dont les «éléments» possédent eux-méme cette
structure. L’algorithme de factorisation procéde alors de
la méme démarche que dans le cas scalaire, si ce n’est qu’il
faut cette fois-ci s’intéresser aux blocs de la matrice B.
Notons que dans le cas de signaux réels, les relations de
symétrie hermitienne conduisent a D, = Dl, et T =T
(les blocs de la matrice bloc de Toeplitz vérifient en
effet Ty = T2 ;). Ces relations pourront étre utilisées
pour réduire la charge de calcul dans une procédure de
factorisation D'TD spécifique du cas réel.

Il convient cependant & nouveau de se préoccuper
des questions d’initialisation et de leurs conséquences.
L’initialisation consiste maintenant & choisir bo, b_o, bl

et D_q, ceci & partir des deux conditions

D TyD_q = By,
D\ T,D_, = Bq;.

(28a)
(28b)

On obtient facilement bo et To en utilisant 1’algorithme
de factorisation du cas scalaire. D et D_; se déduisent
alors immeédiatement. Nous avons déja observé que la fac-
torisation (28a) est obtenue & une matrice diagonale p prés:
Do = pDy, et To = p~'Typ. Les matrices Dy et D_; sont
quant & elles obtenues avec un facteur supplémentaire « in-
déterminé: Dy = apDy, et D_; = a~!pD;. Dés lors, on
vérifie aisément que ’estimée au rang k s’exprime comme

Tr=ao Fp ' Typ. (29)

En se souvenant que T est construit & partir de la &°
ligne de la transformée de Fourier H(m,n), on retrouve
que H(m,n) ne peut é&tre reconstruit qu’a un facteur expo-
nentiel prés:
H(m,n) = H(m,n)exp (pm + an). (30)

Comme dans le cas monodimensionnel, on peut relier cette
propriété d’invariance du bispectre a la structure DTD : les
matrices bll = RD;, b/z =R'D; et T = R'TR, con-
stituent encore une factorisation DTD de B lorsque R est
de la forme R = diag[p’...p%] @ [a”...a®], ou @ désigne
le produit de Kronecker.

La démarche présentée ici dans le cas 2D peut s’étendre
sans difficulté & la fois & des dimensions et des ordres
supérieurs.



6. EXEMPLES D’APPLICATION

Dans cette section, nous donnons tout d’abord un
exemple permettant de discuter de la mise en ceuvre et
du comportement de la procédure de factorisation. Nous
indiquons, d’autre part, quelques applications pratiques.

Dans un premier exemple, nous avons envisagé
I'identification d’un filtre & phase non minimale. Plusieurs
points sont & retenir :

e 'intervention d’une phase linéaire sur le signal recon-
struit nécessite de corriger la phase, en particulier afin de
fixer la phase du point central de symétrie hermitienne a
Zéro,

e la substitution des valeurs exactes du bispectre par
des valeurs estimées peut entrainer, dans le cas réel, un
défaut d’initialisation et par conséquent un facteur expo-
nentiel «illicite» sur la reconstruction. On pourra alors es-
timer séparément le module, soit en retenant la diagonale
principale de la matrice bispectrale, soit en compensant le
facteur exponentiel introduit.

La Figure 1 compare la phase du filtre (en trait plein)
et I’estimée (pointillé) obtenue en utilisant Ialgorithme de
factorisation. La simulation a été menée a partir de données
sur 2560 points.
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Figure 1: Comparaison des phases

6.1. IDENTIFICATION D’ONDELETTES EN
SISMIQUE

En sismique réflexion, ou plus généralement en
échographie de milieux stratifiés, on cherche a reconstituer
la structure interne d’un matériau en étudiant la propaga-
tion d’une ondelette dans ce matériau. Les réflexions de
cette ondelette sur les strates successives du matériau sont
recueillies, avec un décalage de temps 1ié & la profondeur
et au trajet, sur un ensemble de capteurs formant une
antenne. Les traces obtenues sont alors souvent modélisées
comme le résultat d’une convolution entre l’ondelette
incidente et une séquence bernoulli-gaussienne (BG) fig-
urant les positions des réflecteurs (événements bernoulli)
et la valeur de la réflectivité (amplitudes gaussiennes).
L’identification de cette séquence bernoulli-gaussienne
a partir de la trace mesurée et de la connaissance de
I’ondelette permet alors de reconstituer la structure
interne.

L’ondelette est identifiée en moyennant, quand c’est
possible, des échos isolés. Lorsque 1’ondelette est inconnue,
le probléme de déconvolution précédent devient un prob-
léme myope.

L’ondelette constituant la réponse impulsionnelle d’un
filtre excité par une séquence BG, 1l est possible d’identifier
cette réponse impulsionnelle, ou plutot sa transformée de
Fourier, & l’aide de Dl'algorithme présenté précédemment.
On utilise pour ce faire le trispectre (car le moment d’ordre
3 d’une séquence BG est nul).

La Figure 2 rapporte I'identification d’une ondelette,
typique en sismique réflexion, dans les conditions suiv-

antes. Disposant d’une séquence de 1000 points de données,
bruitées par un bruit blanc gaussien avec un rapport signal
a bruit de 8 dB, on a estimé la «matrice trispectrale»
comme la moyenne des matrices calculées & partir de 60
séquences de 32 points, avec un recouvrement de 50 %
entre les séquences successives. L’ondelette initiale est
représentée en trait plein.

6

4
2
0,
2
4

"o 2 a 6 8 0 12 14 16 18
Figure 2: Identification d’une ondelette

6.2. CLOTURE DE PHASE

Les techniques bispectrales ont été reliées depuis [3] &
la notion de cléture de phase utilisée en imagerie inter-
férométrique. Dans ce domaine, on cherche & reconstruire
la distribution de brillance émise par un champ aléatoire.
Pour cela, on utilise le fait que ’ensemble des intercorréla-
tions calculées a partir de données recueillies sur un réseau
de capteurs n’est autre que la transformée de Fourier spa-
tiale de la distribution recherchée (théoréme de Van Cittert-
Zernicke). L’estimée de cette intercorrélation, entre deux
capteurs situés respectivement en u; et u; s’écrit, en posant
Uj; = U; — Uy,

Y(wij) = gig;v(usj), (31)

ol g; et g; figurent les gains d’antenne. Si ces gains ont
un module relativement constant, et sont par conséquent
normalisables, ils sont en revanche affectés d’une distorsion
de phase liée aux conditions météorologiques. On a alors

Y(uij) = exp(j(gi — ¢;))y(wij). (32)

Les astronomes ont alors remarqué qu’en groupant ces don-
nées par trois, on obtient une quantité indépendante des
facteurs de phase, dont la phase constitue la relation de
cléture de phase:

Y )y (wjn)y(wni) = v(wij )y (wje)y(wp).- (33)

En notant que up; = —u;; — u;i, on reconnait en (33)
I’expression d’un bispectre 2D, que les astronomes nom-
ment également, en raison de la structure de (33), une
«triple corrélation> .

La reconstruction des données débarrassées des distor-
sions de phase passe alors par une étape de factorisation
bispectrale analogue & la procédure que nous avons présen-
tée [1, 2].
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