
QUATORZIEME COLLOQUE GRETSI � JUAN�LES�PINS � DU 13 AU 16 SEPTEMBRE 1993

UN ALGORITHME DE FACTORISATION

BISPECTRALE

J.-F. Bercher

Laboratoire des signaux et systèmes, CNRS-ESE-UPS,

Plateau de Moulon 91190 Gif-sur-Yvette

RÉSUMÉ

La factorisation bispectrale consiste à identi�er le �ltre

générateur à partir des données bispectrales. Nous mon-

trons que ce problème se ramène très simplement à la fac-

torisation d'une matrice composée des éléments du bispec-

tre. L'algorithme de factorisation correspondant est explic-

ité et l'on retrouve ainsi les méthodes récursives de factori-

sation. Cette procédure de factorisation s'étend aux poly-

spectres d'ordre quelconque et au cas de signaux multidi-

mensionnels.

ABSTRACT

Bispectrum factorization consists of the identi�cation of a

�lter from bispectrum data. This problem is shown to be

equivalent to the factorization of a matrix composed of bis-

pectrum elements. The relavant algorithm is derived, and so

doing, the recursive methods for the recovery of a �lter are

�nd again. This procedure extends to any order polyspectra

and to the case of multidimensionnal signals.

1. INTRODUCTION

L'
information livrée par les statistiques du second
ordre, parcellaire, laisse indéterminés certains prob-

lèmes. Lorsque cette information est remplacée, ou com-
plétée par des statistiques d'ordre supérieur, il est possible
d'obtenir des solutions plus pertinentes. En particulier, les
polyspectres conservent l'information de phase et perme-
ttent ainsi d'identi�er un �ltre générateur en module et
en phase. La factorisation bispectrale consiste à identi�er
le �ltre générateur à partir des données bispectrales. Nous
montrons que ce problème se ramène très simplement à
la factorisation d'une matrice composée des éléments du
bispectre. L'algorithme de factorisation correspondant est
explicité et l'on retrouve ainsi les méthodes récursives de
factorisation. Cette procédure de factorisation s'étend aux
polyspectres d'ordre quelconque et au cas de signaux multi-
dimensionnels. Quelques résultats de simulation sont égale-
ment donnés.

Considérons la sortie x(n) d'un système linéaire de
réponse fréquentielle H(�) excité par un bruit blanc u(n)
dont le moment d'ordre 3 est �. Tandis que le spectre de
la sortie est indépendant de la phase de H(�), le bispectre

B(�1; �2) = �H(�1)H(�2)H(��1 � �2) (1)

conserve cette information. Ainsi, les données spectrales
laissent indéterminée la phase de H(�) et l'identi�cation est
habituellement complétée en imposant des conditions sur
le �ltre générateur (comme par exemple une condition de
phase minimale, ou une condition de phase nulle). Par con-
tre, l'identi�cation de la réponse fréquentielle H(�) à partir
des données bispectrales permet d'accéder à la phase du �l-
tre. Notons cependant que les polyspectres sont insensibles
à un facteur exponentiel sur H(�) : il su�t d'observer que
la substitution de H(�) par H(�) exp (��) dans (1) laisse

le bispectre inchangé. En conséquence la réponse fréquen-
tielle du �ltre ne saurait être reconstituée qu'à un facteur
exponentiel (une phase linéaire si les données sont réelles)
et un facteur d'échelle (lié au �) près.

2. STRUCTURE DE LA MATRICE

BISPECTRALE

Dé�nissons la matrice bispectrale B par

B(i; j) = B(i;�j) pour i; j = 0 : : : K: (2)

Le terme générique de cette matrice s'écrit

B(i; j) = �H(i)H(�j)H(j � i): (3)

Dès lors, on véri�e facilement que cette matrice exhibe une
structure très particulière : elle s'exprime comme le produit

�

2
4H(0) (0)

. . .

(0) H(K)

3
5
2
4 H(0) : : : H(K)

...
. . .

...
H(�K) : : : H(0)

3
5
2
4H(0) (0)

. . .

(0) H(�K)

3
5

noté

B(i; j) = �D1TD2; (4)

où D1 et D2 sont deux matrices diagonales et T une
matrice de Toeplitz non symétrique. On utilisera égale-
ment dans la suite les notations diagfug et Toeplitzfu;vg
pour représenter respectivement une matrice diagonale
engendrée par le vecteur u et une matrice de Toeplitz non
symétrique dont la première colonne est u et la première
ligne v. Notons que dans le cas de signaux réels, D2 = D�

1,
et T est de Toeplitz hermitienne.



Une factorisation de la matrice bispectrale sous forme
Diagonale-Toeplitz-Diagonale (DTD) livre ainsi la séquence
fH(�K) : : : H(K)g. C'est à cette factorisation que nous
allons maintenant nous intéresser.

3. ALGORITHME DE FACTORISATION

On cherche donc à factoriser une matrice B sous la
forme

B = D1TD2; (5)

où D1 et D2 sont deux matrices diagonales et T une ma-
trice de Toeplitz. Sans perte de généralité, on supposera
que T (1; 1) = t(0) = 1. L'algorithme de factorisation ex-
ploite une récurrence sur l'ordre. En e�et, à l'ordre n+ 1,
on a sous forme partitionnée2
64 Bn

... b1(n+ 1)
: : : b1;n

b2(n+ 1) b
T

2;n B(n + 1; n+ 1)

3
75 =

"
d1(0) (0)

D1;n

(0) d1(n + 1)

#

�

2
64 T n

... t1(n+ 1)
: : : t1;n

t2(n+ 1) tT2;n 1

3
75

�

"
d2(0) (0)

D2;n

(0) d2(n+ 1)

#

(6)

où les inconnues d1(n+ 1), d2(n+1), t1(n+ 1) et t2(n+1)
doivent véri�er

d2(n+ 1)D1;nt1(n) = b1;n; (7a)

d1(n+ 1)tT2 (n)D2;n = b
T

2;n; (7b)

d2(0)d1(n+ 1)t2(n+ 1) = b2(n + 1) (7c)

d1(0)d2(n+ 1)t1(n+ 1) = b1(n + 1): (7d)

La résolution est immédiate : les deux premières rela-
tions livrent d1(n + 1) et d2(n + 1), qui reportés dans les
deux suivantes donnent t1(n+1) et t2(n+1). Notons toute-
fois que les relations (7a) et (7b) sont surdéterminées : on
pourra alors construire plusieurs variantes de résolution.
On peut par exemple adopter une résolution aux moindres
carrés qui conduit à :

d2(n + 1) =
uT1;nb1;n

uT1;nu1;n
; avec u1;n = D1;nt1(n): (8)

On peut également retenir comme estimée la moyenne des
solutions des Q relations (7a)

d2(n+ 1) =
1

Q

QX
q=1

[b1;n]q
[t1(n)]q

; (9)

où [:]q indique la qe composante du vecteur considéré.

Lien avec les algorithmes récursifs. Sous cette dernière
forme, la procédure de factorisation est identique aux algo-
rithmes récursifs de reconstruction à partir du bispectre,

voir par exemple [1, 2]. Ces algorithmes reposent sur la
relation :

H(k1) =
B(k1;�k2)

H(�k2)H(k1 � k2)
; (10)

qui permet de reconstruire récursivement la séquence
H(k), pourvu que k2<k1. Notons que cette relation est
aussi le fondement de la procédure de factorisation que
nous présentons, procédure qu'il faut interpréter comme
une autre vision de ces algorithmes, à travers une propriété
A structurelle B de la matrice bispectrale.

Initialisation. L'initialisation consiste à choisir
d1(0); d2(0) et d1(1); d2(1). On ne dispose pour cela
que des relations

d1(0)d2(0) = B(0; 0); (11)

d1(1)d2(1) = B(1; 1); (12)

qui ne su�sent pas à déterminer complètement ces valeurs
initiales. On peut alors se contenter de prendre

d̂1(0) = d̂2(0) =
p
B(0; 0); (13)

et d̂1(1) = d̂2(1) =
p
B(1; 1): (14)

Il convient d'examiner quelles sont les conséquences de ce
choix sur la solution obtenue à l'issue de la factorisation.
Pour des raisons de simplicité, on se contente de l'une des
équations disponibles dans (7a) et (7b). On obtient alors,
au rang k,

h1(k) =
B(1; k+ 1)

B(2; k+ 1)
: : :

B(1; 2)

B(2; 2)

�
d1(1)

d1(0)

�k
; (15)

L'estimée ĥ1(k) véri�ant la même relation avec comme

valeurs initiales d̂1(0) et d̂1(1), il vient

ĥ1(k)

h1(k)
=

"
d̂1(1)d1(0)

d̂1(0)d1(1)

#k
= �

k
; (16)

et on obtient de la même façon

ĥ2(k)

h2(k)
=

"
d̂2(1)d2(0)

d̂2(0)d2(1)

#k
= �

�k
: (17)

L'indétermination des conditions initiales conduit ainsi à
un facteur exponentiel sur la solution. Ceci n'est pas sur-
prenant car nous avons vu que le bispectre est justement
insensible à un tel facteur.

On peut d'ailleurs observer que cette indétermination
est comprise dans la structure DTD que nous avons ex-
aminée. Soient en e�et �1 et �2 deux matrices diagonales,
alors

B =D1TD2; (18a)

= �1�
�1

1 D1TD2�2�
�1

2 (18b)

= �1D1 �
�1
1 T�2D2�

�1
2 : (18c)

Ainsi, en notant que T 0 = ��11 T�2 ne conserve une struc-
ture de Toeplitz qu'à la condition � = �1 = �2 avec � de
la forme diag[�0 : : : �K ], on constate que la transformation
D1

0 = �D1, D2
0 = ��1D2 et T 0 = ��1T�, c'est-à-dire

un facteur exponentiel tel qu'en (16) et (17), conduit



également à une factorisation DTD de B.

Réduction de l'algorithme dans le cas de signaux

réels. Dans le cas des signaux réels, les relations de
symétrie hermitienne conduisent à rechercher la factori-
sation sous la forme B = DTD

�, où T est cette fois de
Toeplitz symétrique. La procédure précédente peut donc
être simpli�ée de manière à tenir compte de d2 = d

�

1, et
t2 = t�1.

4. EXTENSION POLYSPECTRALE

Pour un polyspectre d'ordre q + 1 supérieur à 3, on a

Pq+1(�1; : : : ; �q) =
�q+1H(�1) : : :H(�q)H(��1 � : : :� �q);

(19)

où �q+1 est le cumulant d'ordre q+1 du bruit blanc généra-
teur. En �xant q � 2 fréquences �k, ceci se réduit à

Pq+1(�i; �j) = 
q+1H(�i)H(�j)H(��i � �j � �) (20)

avec � =
P

q

k=1
�k; k 6= i; j et 
q+1 = �q+1

Q
q

k=1
H(�k); k 6=

i; j. De la même façon que dans le cas bispectral, on peut
dé�nir

P q+1(i; j) = 
q+1H(i)H(�j)H(j � i� �); (21)

et on exhibe alors à nouveau une structure DTD :

P q+1 = 
q+1D1TD2; (22)

avec8><
>:

D1 = diagfH(0); : : : ;H(K)g
T = Toeplitzf[H(��); : : : ;H(�K � �)];

[H(��); : : : ;H(K � �)]g
D2 = diagfH(0); : : : ;H(�K)g

(23)

La matrice bispectrale formée à partir d'une A tranche B
de polyspectre d'ordre q + 1 admet donc elle aussi une
structure DTD, et l'algorithme de factorisation bispectral
peut ainsi être employé pour des polyspectres d'ordre
quelconque. Dans le cas de signaux réels, les matrices D
sont conjuguées, mais la matrice de Toeplitz reste non
symétrique (sauf si � est choisi égal à zéro). L'algorithme
de factorisation pourra alors être aménagé.

5. EXTENSION MULTIDIMENSIONNELLE

La procédure de factorisation précédente peut s'étendre
au cas de signaux multidimensionnels. Si l'on considère par
exemple le signal bivarié x(n;m) comme la sortie d'un �l-
tre linéaire de réponse en fréquence H(�1; �2) excité par
un bruit blanc u(m;n) dont le moment d'ordre 3 est �, le
bispectre s'écrit

B(�1;�2;�
0

1;�
0

2) = �H(�1;�2)H(�01;�
0

2)H(��1� �2;��
0

1� �
0

2):

On peut alors dé�nir le tenseur bispectral ~B par

~B(i; j; k; l) = �H(i; j)H(�k;�l)H(k � i; l � j): (24)

Notons maintenant Bik la matrice Bik = ~B(i; j; k; l) pour
i et k �xés. Cette matrice admet une structure DTD :

Bik = DiT k�iD�k; (25)

avec8><
>:
Di = diagfH(i; 0); : : : ;H(i; N � 1)g
T k�i = Toeplitzf[H(k � i; 0); : : : ;H(k� i; 1�N )];

[H(k� i; 0); : : : ;H(k � i; N � 1)]g
D�k = diagfH(�k; 0); : : : ;H(�k; 1� N )g

(26)

On peut collecter toutes les valeurs du tenseur bispec-
tral sous la représentation matricielle

~B =

"
B00 B0N�1

BN�10 BN�1N�1

#
: (27)

Dans ces conditions, ~B s'écrit elle aussi sous une forme
DTD, notée ~B = ~D1

~T ~D2 :2
4D0 (0)

. . .

(0) DN�1

3
5
2
4 T 0 : : : TN�1

...
. . .

...
T 1�N : : : T 0

3
5
2
4D�0 (0)

. . .

(0) D1�N

3
5:

Ainsi, on peut former une nouvelle matrice à structure
DTD, dont les A éléments B possèdent eux-même cette
structure. L'algorithme de factorisation procède alors de
la même démarche que dans le cas scalaire, si ce n'est qu'il
faut cette fois-ci s'intéresser aux blocs de la matrice ~B.
Notons que dans le cas de signaux réels, les relations de

symétrie hermitienne conduisent à ~D2 = ~D
�

1, et
~T = ~T

(les blocs de la matrice bloc de Toeplitz véri�ent en
e�et T k = T

�

�k
). Ces relations pourront être utilisées

pour réduire la charge de calcul dans une procédure de
factorisation DTD spéci�que du cas réel.

Il convient cependant à nouveau de se préoccuper
des questions d'initialisation et de leurs conséquences.

L'initialisation consiste maintenant à choisir D̂0; D̂�0; D̂1

et D̂�1, ceci à partir des deux conditions

D0T 0D�0 = B00; (28a)

D1T 0D�1 = B11: (28b)

On obtient facilement D̂0 et T̂ 0 en utilisant l'algorithme
de factorisation du cas scalaire. D1 et D�1 se déduisent
alors immédiatement. Nous avons déjà observé que la fac-
torisation (28a) est obtenue à une matrice diagonale � près :

D̂0 = �D0, et T̂ 0 = ��1T 0�. Les matricesD1 etD�1 sont
quant à elles obtenues avec un facteur supplémentaire � in-

déterminé : D̂1 = ��D1, et D̂�1 = �
�1�D1. Dès lors, on

véri�e aisément que l'estimée au rang k s'exprime comme

T̂ k = �
�k��1T k�: (29)

En se souvenant que T k est construit à partir de la k
e

ligne de la transformée de Fourier H(m;n), on retrouve
que H(m;n) ne peut être reconstruit qu'à un facteur expo-
nentiel près :

Ĥ(m;n) = H(m;n) exp (�m + �n): (30)

Comme dans le cas monodimensionnel, on peut relier cette
propriété d'invariance du bispectre à la structure DTD : les

matrices ~D
0

1 = R ~D1, ~D
0

2 = R�1 ~D2 et ~T
0

= R�1 ~TR, con-

stituent encore une factorisation DTD de ~B lorsque R est
de la forme R = diag[�0 : : : �K ]
 [�0 : : :�K ], où 
 désigne
le produit de Kronecker.

La démarche présentée ici dans le cas 2D peut s'étendre
sans di�culté à la fois à des dimensions et des ordres
supérieurs.



6. EXEMPLES D'APPLICATION

Dans cette section, nous donnons tout d'abord un
exemple permettant de discuter de la mise en ÷uvre et
du comportement de la procédure de factorisation. Nous
indiquons, d'autre part, quelques applications pratiques.

Dans un premier exemple, nous avons envisagé
l'identi�cation d'un �ltre à phase non minimale. Plusieurs
points sont à retenir :

� l'intervention d'une phase linéaire sur le signal recon-
struit nécessite de corriger la phase, en particulier a�n de
�xer la phase du point central de symétrie hermitienne à
zéro,

� la substitution des valeurs exactes du bispectre par
des valeurs estimées peut entraîner, dans le cas réel, un
défaut d'initialisation et par conséquent un facteur expo-
nentiel A illicite B sur la reconstruction. On pourra alors es-
timer séparément le module, soit en retenant la diagonale
principale de la matrice bispectrale, soit en compensant le
facteur exponentiel introduit.

La Figure 1 compare la phase du �ltre (en trait plein)
et l'estimée (pointillé) obtenue en utilisant l'algorithme de
factorisation. La simulation a été menée à partir de données
sur 2560 points.
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Figure 1 : Comparaison des phases

6.1. IDENTIFICATION D'ONDELETTES EN

SISMIQUE

En sismique ré�exion, ou plus généralement en
échographie de milieux strati�és, on cherche à reconstituer
la structure interne d'un matériau en étudiant la propaga-
tion d'une ondelette dans ce matériau. Les ré�exions de
cette ondelette sur les strates successives du matériau sont
recueillies, avec un décalage de temps lié à la profondeur
et au trajet, sur un ensemble de capteurs formant une
antenne. Les traces obtenues sont alors souvent modélisées
comme le résultat d'une convolution entre l'ondelette
incidente et une séquence bernoulli-gaussienne (BG) �g-
urant les positions des ré�ecteurs (événements bernoulli)
et la valeur de la ré�ectivité (amplitudes gaussiennes).
L'identi�cation de cette séquence bernoulli-gaussienne
à partir de la trace mesurée et de la connaissance de
l'ondelette permet alors de reconstituer la structure
interne.

L'ondelette est identi�ée en moyennant, quand c'est
possible, des échos isolés. Lorsque l'ondelette est inconnue,
le problème de déconvolution précédent devient un prob-
lème myope.

L'ondelette constituant la réponse impulsionnelle d'un
�ltre excité par une séquence BG, il est possible d'identi�er
cette réponse impulsionnelle, ou plutôt sa transformée de
Fourier, à l'aide de l'algorithme présenté précédemment.
On utilise pour ce faire le trispectre (car le moment d'ordre
3 d'une séquence BG est nul).

La Figure 2 rapporte l'identi�cation d'une ondelette,
typique en sismique ré�exion, dans les conditions suiv-

antes. Disposant d'une séquence de 1000 points de données,
bruitées par un bruit blanc gaussien avec un rapport signal
à bruit de 8 dB, on a estimé la Amatrice trispectrale B
comme la moyenne des matrices calculées à partir de 60
séquences de 32 points, avec un recouvrement de 50 %
entre les séquences successives. L'ondelette initiale est
représentée en trait plein.
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Figure 2 : Identi�cation d'une ondelette

6.2. CLÔTURE DE PHASE

Les techniques bispectrales ont été reliées depuis [3] à
la notion de clôture de phase utilisée en imagerie inter-
férométrique. Dans ce domaine, on cherche à reconstruire
la distribution de brillance émise par un champ aléatoire.
Pour cela, on utilise le fait que l'ensemble des intercorréla-
tions calculées à partir de données recueillies sur un réseau
de capteurs n'est autre que la transformée de Fourier spa-
tiale de la distribution recherchée (théorème de Van Cittert-
Zernicke). L'estimée de cette intercorrélation, entre deux
capteurs situés respectivement en ui et uj s'écrit, en posant
uij = ui � uj ,


̂(uij) = gig
�

j

(uij); (31)

où gi et gj �gurent les gains d'antenne. Si ces gains ont
un module relativement constant, et sont par conséquent
normalisables, ils sont en revanche a�ectés d'une distorsion
de phase liée aux conditions météorologiques. On a alors


̂(uij) = exp(j(�i � �j))
(uij): (32)

Les astronomes ont alors remarqué qu'en groupant ces don-
nées par trois, on obtient une quantité indépendante des
facteurs de phase, dont la phase constitue la relation de
clôture de phase :


̂(uij)
̂(ujk)
̂(uki) = 
(uij)
(ujk)
(uki): (33)

En notant que uki = �uij � ujk, on reconnaît en (33)
l'expression d'un bispectre 2D, que les astronomes nom-
ment également, en raison de la structure de (33), une
A triple corrélation B .

La reconstruction des données débarrassées des distor-
sions de phase passe alors par une étape de factorisation
bispectrale analogue à la procédure que nous avons présen-
tée [1, 2].
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