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R�ESUM�E

Nous nous proposons dans cet article de d�e�nir une mesure
de l'information associ�ee aux �el�ements d'un ensemble convexe
C muni d'une mesure de r�ef�erence �. Nous �enoncerons quelques
propri�et�es simples que devrait pr�esenter une telle mesure d'in-
formation, et nous identi�erons alors celle-ci �a la transform�ee de
Cram�er de la mesure de r�ef�erence �.

Nous montrerons que cette mesure d'information est li�ee
�a l'information de Kullback-Leibler et aux familles expo-
nentielles. Nous chercherons ensuite �a d�e�nir des divergences.
Nous pourrons en particulier faire apparâ�tre des divergences de
Bregman et des f -divergences. Nous examinerons en�n l'appli-
cation de ces r�esultats �a la r�esolution de probl�emes inverses.

ABSTRACT

In this communication, we derive a measure of the informa-
tion associated to the elements of a convex set C, endowed with a
reference measure �. We state some simple properties that should
be veri�ed by such an information measure. These properties lead
us to identify this information measure with the Cram�er trans-
form of the reference measure �.

We then give the links between this information measure and
theKullback-Leibler information, and with exponential fami-
lies. Then, we try to de�ne divergences measures. In particular,
we �nd out some Bregmandivergences and some f -divergences.
Eventually, we examine the application of these results to the
resolution of inverse problems.

1 INTRODUCTION

L'
utilisation de mesures d'information ou de gain
d'information en traitement du signal et de l'image

est multiple, que ce soit en communication, codage et
compression, d�etection ou estimation, voir par exemple
(Basseville 1989). Nous nous proposons ici de chercher �a
d�e�nir une mesure de l'information associ�ee aux �el�ements
d'un certain ensemble convexe C muni d'une mesure de
r�ef�erence �, avec une perpective, | non limitative | d'ap-
plication pour la r�esolution de probl�emes inverses lin�eaires.
Pour ce faire, nous �enoncerons quelques propri�et�es simples
que devrait pr�esenter une telle mesure d'information, et
nous identi�ons alors celle-ci �a la transform�ee de Cram�er
de la mesure de r�ef�erence �. Cette d�emarche s'inspire
des constructions axiomatiques de Shannon, de Shore &
Johnson et des travaux plus r�ecents de (Csisz�ar 1991).

Nous monterons ensuite comment ces mesures d'informa-
tion sont li�ees �a l'information de Kullback-Leibler. Dis-
posant de mesures d'information, ou entropies, nous cher-

cherons �a d�e�nir des gains d'information, ou divergences.
En particulier, nous retrouverons certaines divergences de
Bregman et f-divergences.

Nous examinerons en�n l'application de ces r�esultats �a la
r�esolution de probl�emes inverses. Une annexe collecte en�n
quelques r�esultats d'analyse convexe utiles lors de l'expos�e.

2 QUELQUES PROPRI�ET�ES D�ESIRABLES

Soit � une mesure de r�ef�erence, et C l'enveloppe convexe
ferm�ee du support de �. Pour simpli�er, on supposera ici que
� est une mesure de probabilit�e. On note x� la moyenne sous
cette mesure de probabilit�e, x� = E�fxg, et on d�e�nit par
I�(x) A l'information B associ�ee �a un �el�ement x de C. A�n

de rechercher cette mesure d'information, nous �enon�cons ci-
dessous quelques propri�et�es intuitives et d�esirables qu'elle
devrait v�eri�er.

� 1. Positivit�e. L'information est une quantit�e positive :
I�(x) � 0:
� 2. Minimum. L'information est nulle, et minimale, pour
la moyenne sous �. Connaissant C et �, x� est l'objet par
d�efaut dont l'observation n'apporte aucune information, ou
dont la s�election ne n�ecessite aucun apport d'information:

Inf
x
I�(x) = I�(x�) = 0:

� 3. Convexit�e. L'information est une fonction convexe :

I�(�x1 + (1 � �)x2) � �I�(x1) + (1� �)I�(x2):

Cette propri�et�e de convexit�e n'est pas imm�ediatement
li�ee �a des notions d'information. Notons que Csisz�ar

(Csisz�ar 1991, Th�eor�eme 1, page 2044) obtient cette pro-
pri�et�e de convexit�e comme cons�equence de propri�et�es de
localit�e et de r�egularit�e.

� 4. Ind�ependance. Si la mesure est s�eparable en deux blocs,
i.e. �(x) = �1(x1)�2(x2), alors l'information globale est la
somme des informations d�e�nies sur les blocs ind�ependants :

I�(x) = I�1(x1) + I�2 (x2):

� 5. Additivit�e. Soit x la somme x = x1 + x2, o�u x1 et
x2 appartiennent respectivement �a deux convexes C1 et C2
munis des mesures �1 et �2. L'information apport�ee par
cette somme est inf�erieure �a la somme des informations
consid�er�ees ind�ependamment :

I�1��2(x) � I�1 (x1) + I�2 (x2):



� 6. �Echelle (homog�en�eit�e). Le changement d'�echelle x !

ax, �! �
0 ne modi�e pas l'information: I�0 (ax) = I�(x):

2.1 Cons�equences de ces propri�et�es

La propri�et�e de positivit�e est induite par les propri�et�es 2
et 3 : si l'information est minimale et nulle pour la moyenne

x�, et est une fonction convexe, alors elle est n�ecessairement
non n�egative.

On peut assurer que I� soit convexe en l'exprimant
comme la convexe conjugu�ee d'une fonction continue ��

(voir l'annexe)

I�(x) = Sup
s

�
s
t
x � ��(s)

	
:

L'unicit�e de ��(s) est en outre assur�ee si ��(s) est convexe
ferm�ee, et la relation pr�ec�edente est r�eversible : ��(s) =
Sup
x

�
s
t
x � I�(x)

	
.

L'information peut alors encore s'�ecrire

I�(x) = s
t
x
x� ��(sx);

pour la valeur sx rendant maximum l'argument du Sup,
c'est-�a-dire v�eri�ant x � �

0

�
(sx) = 0. Son gradient est

alors simplement I
0

�
(x) = sx: La propri�et�e 2 entrâ�ne alors

s
x�

= 0. On en d�eduit alors que I�(x�) = ��(0) = 0 d'une

part, et d'autre part x� = �
0

�
(0).

Examinons maintenant comment sont modi��ees les
autres propri�et�es lorsque l'on exprime I� sous la forme d'une
convexe conjugu�ee. Il est facile de voir que ces propri�et�es de-
viennent

� 4. Ind�ependance. ��(s) = ��1(s1) + ��2(s2):

� 5. Additivit�e. La propri�et�e d'additivit�e impose

��1��2 (s) � ��1(s1) + ��2(s2);

o�u l'�egalit�e est en particulier atteinte pour la fonction
g�en�eratrice des cumulants.

� 6. �Echelle ��0 (s) = ��(as):

Posons maintenant pour ��(s) la forme g�en�erale sui-
vante :

��(s) = f(E�g(s;x));

et recherchons quelles sont les possibilit�es pour f et g. La
condition d'�echelle fournit

��0(s) = f(E�0g(s;x)) = f(E�g(s; ax)) = ��(as):

On en d�eduit donc que g(s; ax) = g(as;x), et par suite que
g(s;x) = g(stx).

Examinons ensuite la condition d'ind�ependance :

��(s) = �[�1�2]([s1s2]) = f(E[�1�2]fg(s
t
1x1 + s

t
2x2)g)

doit être �egale �a

f(E�1fg(s
t
1x1)g) + f(E�2fg(s

t
2x2)g):

Comme ceci doit être vrai quels que soient s1 et s2, il faut
n�ecessairement que g soit s�eparable en ses arguments, ce
que l'on notera g(st1x1 + s

t
2x2) = g(st1x1) � g(s

t
2x2), o�u

l'op�eration � est soit une addition soit une multiplication (en
raison de la sym�etrie des arguments). La fonction g ne peut

alors être que la fonction identit�e ou la fonction exponen-
tielle, et la fonction f associ�ee l'identit�e ou proportionnelle
au logarithme. La propri�et�e 2 permet de rejeter l'identit�e
(condition �

0

�
(0) = x�), et s�electionne

��;�(s) = � logE�fexp
�
�
�1
s
t
x

�
g;

o�u � est une constante arbitraire qui d�e�nit en quelque sorte
A l'unit�e B de l'information. La propri�et�e d'additivit�e impose
que cette constante soit positive. Pour � = 1, ��(s) est la
fonction g�en�eratrice des cumulants de �.

La mesure d'information recherch�ee est ainsi la fonction-
nelle I�(x) d�e�nie comme la conjugu�ee convexe de la fonc-
tion g�en�eratrice des cumulants de � :

I�(x) = Sup
s2D��

�
s
t
x� ��(s)

	
;

o�uD�� est le domaine de d�e�nition de ��(s). Cette fonction
est aussi, par d�e�nition, la transform�ee de Cram�er de �.

Pour � positif quelconque, il est facile de v�eri�er que
I�;�(x) = �I�(x).

2.2 Lien avec l'information de Kullback-Leibler

Il est possible de relier la notion d'information

que nous avons introduite ci-dessus �a l'information de
Kullback-Leibler, et de lui donner ainsi un sens plus
pr�ecis. Celle-ci est d�e�nie par

D(P jjQ) =
R

dP (x) log dP
dQ

(x) si P � Q

= +1 sinon.

L'information de Kullback admet la description variation-
nelle suivante, voir (Gray 1990, page 104) :

D(P jjQ) = Sup
�

fEP f�g � logEQ fexp �gg:

En posant � = s , et en �xant  , on a alors

D(P jjQ) � Sup
s

fsEP f g � logEQ fexp s gg:

Notons maintenant P � la distribution qui r�ealise l'�egalit�e
dans l'expression pr�ec�edente.

Dans l'ensemble des distributions de moyenne �x�ee y,

Py = fP j EP f g = EP� f g = yg, P � r�ealise le minimum
de l'information de Kullback :

D(P �jjQ) = Inf
P2Py

D(P jjQ):

On obtient ainsi

Inf
P2Py

D(P jjQ) = Sup
s

fsy � logEQ fexp s gg = IQ(y):

Ceci nous permet donc d'interpr�eter l'information I�

comme une forme contract�ee de l'information de Kullback
D(P jj�), agissant sur un ensemble de moyennes possibles C.
Il est facile de v�eri�er que la distribution P � appartient �a la
famille exponentielle naturelle engendr�ee par � :

dP �(x) = exp (s (x) � ��; (s)) d�(x);

o�u s v�eri�e y = �
0

�; 
(s).



3 DIVERGENCES

�A partir des mesures d'information que nous avons
d�e�nies, on peut rechercher �a d�e�nir des divergences entre
deux �el�ements du convexe C. Nous examinons dans ce pa-
ragraphe les liens entre la forme d'information �etudi�ee ici
et deux grandes classes de divergences. Sauf indication
contraire, nous nous placerons dans ce paragraphe dans le
cas scalaire.

3.1 Divergences de Bregman

Si on consid�ere deux fonctions convexes conjugu�ees l'une
de l'autre f(x) et f�(x�), o�u x et x� sont les variables
conjugu�ees, on a toujours f(x) + f

�(x�) � xx
�, avec �egalit�e

lorsque x� = f
0(x). La mesure d'information I�(x) �etant

construite comme la convexe conjugu�ee de ��(s), on a

I�(x) + ��(s) � xs;

avec �egalit�e lorsque x = �
0

�
(s). On peut alors d�e�nir une

A distance B entre x et s par

B�(x; s) = I�(x) + ��(s) � xs:

Consid�erons deux valeurs particuli�eres x1 et s2, auxquelles
sont respectivement associ�ees les variables duales par

I�(xi) + ��(si)� xisi = 0 i = 1; 2;

avec xi = �
0

�
(si) et si = I

0

�
(xi). En utilisant cette relation,

la distance de Bregman, appel�ee �egalement divergence di-
rig�ee, peut alors s'exprimer comme

B�(x1; x2) = I�(x1)� I�(x2)� I
0

�
(x2)(x1 � x2);

= ��(s1) � ��(s2) � �
0

�
(s2)(s1 � s2):

Si on consid�ere deux membres P1 et P2 de la famille ex-
ponentielle engendr�ee par �, respectivement de moyennes
et param�etres naturels (x1; s1) et (x2; s2), alors la distance
de Bregman n'est autre que l'information de Kullback
D(P1jjP2) entre les deux distributions. L'utilisation de la
divergence dirig�ee correspond donc ici �a modi�er la mesure
de r�ef�erence �, en prenant comme r�ef�erence le membre de la
famille exponentielle de moyenne x2 ; l'objet par d�efaut sur C
devient ainsi x2. Notons que l'on a bien entendu B(x; x) = 0,
et B�(x; x�) = I�(x).

3.2 f-divergences

Les f-divergences sont une famille de divergences intro-
duites et �etudi�ees par Csisz�ar, et ind�ependemment par
Ali et Silvey. Si f est une fonction convexe v�eri�ant
f(1) = f

0(1) = 0, ces divergences s'expriment sous la forme

Df (x1; x2) = x2f

�
x1

x2

�
:

Nous avons vu dans le paragraphe pr�ec�edent qu'une
mani�ere de modi�er l'objet par d�efaut �x� consiste �a prendre
une distribution exponentielle par rapport �a � comme
nouvelle mesure de r�ef�erence. Il est possible de proc�eder
di��eremment pour modi�er l'objet par d�efaut. On peut en
e�et v�eri�er que si l'on change l'objet par d�efaut dans la pro-
pri�et�e 2, en prenant un nouvel objet m dans C, on aboutit
�a la fonction

�
(m)
�

(s) =
m

�x�
logE� fexp sxg ;

qui v�eri�e bien �
(m)0

� (0) = m. La convexe conjugu�ee de cette
fonction, c'est-�a-dire la nouvelle mesure d'information est
alors

I
(m)
�

(x) =
m

�x�
I�(�x�

x

m
):

Il nous su�t alors maintenant de poser f�(x) = I�(�x�x)=�x�,
pour obtenir une f-divergence :

Df�(x1; x2) = x2f�

�
x1

x2

�
=
x2

�x�
I�

�
�x�
x1

x2

�
:

On peut v�eri�er facilement que f(1) = �x�1
�
I�(�x�) = 0, et

que f 0(1) = �x�1
�
I
0

�
(�x�) = 0.

En changeant ainsi l'objet par d�efaut, par deux
proc�edures di��erentes, nous pouvons retrouver les deux
grandes classes de divergences | divergences de Bregman
et f-divergences | et leur donner ici la signi�cation d'un
changement de mesure d'information.

4 APPLICATION �A LA R�ESOLUTION DE

PROBL�EMES INVERSES

On consid�ere le probl�eme inverse, qui consiste �a
d�eterminer, restaurer, un objet x lorsqu'on dispose de
l'�equation d'observation suivante :

y = Ax + b;

o�u les composantes de y sont des observations indirectes et
bruit�ees d'un objet x, �a l'aide d'un proc�ed�e exp�erimental ca-
ract�eris�e par la matrice de transfert A. Cette matrice peut
être mal-conditionn�ee ou incompl�ete. Dans ces conditions,
l'inversion directe du probl�eme est impossible, ou conduit
�a une solution de peu d'int�erêt. Les donn�ees doivent être
compl�et�ees par une information suppl�ementaire qui per-
mette de s�electionner une solution acceptable. Nous sup-

poserons ici disposer d'une mesure de r�ef�erence � sur l'ob-
jet, et d'une mesure � pour le bruit. On pourra consulter
(Heinrich et al. 1995), ainsi que (Bercher 1995) pour des
exemples de mod�elisation et d'application aux probl�emes in-
verses.

�A l'aide de ces deux mesures de r�ef�erence, on peut
d�eterminer les informations associ�ees I�(x) et I�(b), et re-
chercher alors la solution x la moins informative, c'est-�a-dire
la plus proche de la solution par d�efaut �x�, tout en respec-
tant une contrainte informationnelle li�ee �a l'observation. On
recherchera par exemple �a pr�eserver I�(b = y � Ax) � �.
Ce probl�eme d'optimisation peut donc se formuler comme(

Inf
x2C\D

I�(x)

I�(y �Ax) � �;

o�u C et D sont les domaines de d�e�nition des deux fonctions.

On peut montrer que ce probl�eme est �equivalent �a re-
chercher l'argument du minimum de

Inf
x2C\D

fI�(x)g+ �I�(y �Ax);

o�u � est une constante positive (c'est le param�etre de
Lagrange associ�e �a la contrainte I�(y � Ax) � �). Ce
crit�ere prend la forme classique des crit�eres r�egularis�es.



On peut obtenir une formulation duale de ce crit�ere en
utilisant le th�eor�eme de dualit�e de Fenchel avec F(x) =
I�(x) et G(x) = �I�(y�Ax). On peut v�eri�er que G

�(x�) =
s
t
y��I�

�
(��1

s
t), o�u x� est de la formex� = s

t
A. En se sou-

venant que I et � forment une paire de conjugu�ees convexes,
le probl�eme �equivalent, qui est souvent non contraint, s'�ecrit

Sup
x�=stA2C�

\D�

�
s
t
y � ���(�

�1
s
t)� ��(s

t
A)

	
;

et, pour s� solution du probl�eme dual pr�ec�edent, la solution
du probl�eme primal est donn�ee par

x = �
0

�
(stA)

���
s=s�

:

Des propri�et�es analogues peuvent être obtenues pour les
classes de divergences que nous avons d�e�nies.

ANNEXE : DUALIT�E DE FENCHEL

Nous regroupons dans ce paragraphe plusieurs r�esultats
et outils importants, issus de l'analyse convexe et de
la th�eorie de la dualit�e de Fenchel, voir par exemple
(Luenberger 1969).

1.1 Fonctions conjugu�ees

On consid�ere une fonctionnelle convexe F d�e�nie sur
un sous-ensemble C d'un espace norm�e X . La fonctionnelle
convexe conjugu�ee est d�e�nie par

F�(x�) = Sup
x2C

f< x; x
�
> �F (x)g; (A-1)

et l'ensemble conjugu�e C� comme l'ensemble des x� tels que
F�(x�) soit �nie.

En tant que supremum de fonctions continues, F� est
elle-même convexe. Pla�cons nous dans le cas scalaire, et
consid�erons �a nouveau la d�e�nition de la conjugu�ee convexe,
avec t = x, et s = x

� : F�(s) = Sup
t
fst � F(t)g. Lorsque

F(t) est di��erentiable sur son domaine de d�e�nition, et en

notant ts la valeur de t rendant maximum fst � F(t)g,
s = F 0(ts), on a

F�(s) = sts � F(ts): (A-2)

Examinons maintenant l'expression de la d�eriv�ee de

F�(s) par rapport �a s : F�
0

(s) = ts + t
0

s
[s � F 0(ts)] = ts;

on obtient ainsi la relation de r�eciprocit�e des d�eriv�ees :

F�
0

(s) = F
0
�1(s): (A-3)

A�n de d�eterminer l'expression de F�, il faut donc

d�eriver F , puis calculer sa r�eciproque F
0
�1 = F�

0

. Il faut en-
�n int�egrer l'expression obtenue. Il est possible d'�eviter cette
int�egration en utilisant la relation F�(s) = sts�F(ts), ainsi

que F�
0

(s) = ts. On obtient alors

F�(s) = sF�
0

(s) � F(F�
0

(s)): (A-4)

Fonctions concaves conjugu�ees : Soit G une fonction concave
d�e�nie sur un ensemble D. La fonction concave conjugu�ee
est d�e�nie sur l'ensemble conjugu�e D� par

G�(x�) = Inf
x2D

f< x; x
�
> �G(x)g:

1.2 Propri�et�es, in�egalit�es de Young

On suppose que F et F� sont di��erentiables sur
l'int�erieur de leur domaine. On notera @F (t) la sous-
di��erentielle de F en t. Pour des fonctions convexes ferm�ees
sur IRM , on a (Ellis 1985, th�eor�eme VI.5.3, page 221)

(a) F� est une fonction convexe ferm�ee sur IRM ,

(b) < s; t >� F(t) +F�(s) pour tout s; t 2 IRM ,

(c) < s; t >= F(t) + F�(s) ssi s 2 @F(t) (condition
analogue �a s �F 0(ts) = 0),

(d) s 2 @F(t) ssi t 2 @F�(s) (condition analogue �a la

r�eciprocit�e des d�eriv�ees F�
0

(s) = F
0
�1(s))

(e) F�� = F , ce qui signi�e que F est aussi la
convexe conjugu�ee de F� : la conjugaison convexe est
A r�eversible B si la fonction initialeF est convexe ferm�ee.

1.3 Th�eor�eme de dualit�e de Fenchel

Nous pouvons maintenant �enoncer le th�eor�eme de dualit�e
de Fenchel. Si F et G sont deux fonctionnelles, respecti-
vement convexes et concaves d�e�nies sur C et D, alors, sous
des conditions d'existence tr�es larges,

� = Inf
x2C\D

fF(x)� G(x)g = Sup
x�2C�

\D�

fG�(x�)� F�(x�)g:

Sous quelques conditions peu restrictives, les solutions op-
timales sont li�ees par une simple op�eration de d�erivation :
si x0 et x�0 sont respectivement les solutions des probl�emes
primal et dual, alors(

x0 = F�
0

(x�0) = G�
0

(x�0);

x
�

0 = F
0

(x0) = G
0

(x0):
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