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R�ESUM�E

Nous nous proposons dans cet article de d�e�nir une mesure
de l'information associ�ee aux �el�ements d'un ensemble convexe
C muni d'une mesure de r�ef�erence �. Nous �enoncerons quelques
propri�et�es simples que devrait pr�esenter une telle mesure d'in-
formation, et nous identi�ons alors celle-ci �a la transform�ee de
Cram�er de la mesure de r�ef�erence �.

Nous monterons que cette mesure d'information est li�ee �a l'in-
formation de Kullback-Leibler et aux familles exponentielles.
Nous soulignerons �egalement quelques liens avec les entropies et
information de R�enyi.

Nous chercherons ensuite �a d�e�nir des divergences. Nous
pourrons en particulier faire apparâ�tre des divergences de
Bregman et des f -divergences.

Nombre de mesures connues seront interpr�et�ees dans le cadre
propos�e. Nous examinerons en�n l'application de ces r�esultats �a
la r�esolution de probl�emes inverses.

ABSTRACT

Nous nous proposons dans cet article de d�e�nir une mesure
de l'information associ�ee aux �el�ements d'un ensemble convexe
C muni d'une mesure de r�ef�erence �. Nous �enoncerons quelques
propri�et�es simples que devrait pr�esenter une telle mesure d'in-
formation, et nous identi�ons alors celle-ci �a la transform�ee de
Cram�er de la mesure de r�ef�erence �.

Nous monterons que cette mesure d'information est li�ee �a l'in-
formation de Kullback-Leibler et aux familles exponentielles.
Nous soulignerons �egalement quelques liens avec les entropies et
information de R�enyi.

Nous chercherons ensuite �a d�e�nir des divergences. Nous
pourrons en particulier faire apparâ�tre des divergences de
Bregman et des f -divergences.

Nombre de mesures connues seront interpr�et�ees dans le cadre
propos�e. Nous examinerons en�n l'application de ces r�esultats �a
la r�esolution de probl�emes inverses.

1 Introduction

L'
utilisation de mesures d'information ou de me-
sures de gain d'information en traitement du signal

et de l'image est multiple, que ce soit en communication, co-
dage et compression, d�etection, estimation, voir par exemple
(Basseville 1989). Nous nous proposons ici de chercher �a
d�e�nir une mesure de l'information associ�ee aux �el�ements
d'un certain ensemble convexe C muni d'une mesure de
r�ef�erence �, avec une perpective, | non limitative | d'ap-
plication pour la r�esolution de probl�emes inverses lin�eaires.
Pour ce faire, nous �enoncerons quelques propri�et�es simples
que devrait pr�esenter une telle mesure d'information, et
nous identi�ons alors celle-ci �a la transform�ee de Cram�er
de la mesure de r�ef�erence �. Cette d�emarche s'inspire
des constructions axiomatiques de (Shannon 1948), de
(Shore & Johnson 1980) qui permettent de d�e�nir l'en-
tropie (de Shannon) commemesure d'information et crit�ere
d'inf�erence, et des travaux plus r�ecents de (Csisz�ar 1991).

Nous monterons ensuite comment ces mesures d'infor-
mation sont li�ees �a l'information de Kullback-Leibler

et aux familles exponentielles. Nous soulignerons �egalement
quelques liens avec les entropies et information de R�enyi.

Disposant de mesures d'information, ou entropies, nous
chercherons �a d�e�nir des gains d'information, ou diver-
gences. En particulier, nous pourrons faire apparâ�tre des di-
vergences de Bregman (Bregman 1967) et nous souligne-
rons certaines de l eurs propri�et�es. Nous pourrons �egalement
faire apparâ�tre des f-divergences (Csisz�ar 1967).

Nombre de mesures connues peuvent être interpr�et�ees
dans le cadre propos�e : nous montrerons comment l'on
peut d�eterminer pratiquement ces entropies, �a partir de la
sp�eci�cation de C et �, et nous retrouvons par exemple
les entropies de Shannon, de Burg, de Fermi-Dirac, de
Bose-Einstein.

Nous examinerons en�n l'application de ces r�esultats �a la
r�esolution de probl�emes inverses. Une annexe collecte en�n
quelques r�esultats d'analyse convexe utiles lors de l'expos�e.
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2 Quelques propri�et�es d�esirables

Soit � une mesure de r�ef�erence, et C l'enveloppe convexe
ferm�ee du support de �. Pour simpli�er, on supposera ici que
� est une mesure de probabilit�e. On note x� la moyenne sous
cette mesure de probabilit�e, x� = E�fxg, et on d�e�nit par
I�(x) A l'information B associ�ee �a un �el�ement x de C. A�n
de rechercher cette mesure d'information, nous �enon�cons
ci-dessous quelques propri�et�es intuitives et d�esirables que
devrait v�eri�er cette mesure d'information.

� 1. Positivit�e. L'information est une quantit�e positive :
I�(x) � 0:
� 2. Minimum. L'information est nulle, et minimale, pour la
moyenne sous �. Connaissant C et �, x est l'objet par d�efaut
dont l'observation n'apporte aucune information, ou dont la
s�election ne n�ecessite aucun apport d'information:

Inf
x
I�(x) = I�(x�) = 0:

� 3. Convexit�e. L'information est une fonction convexe :

I�(�x1 + (1� �)x2) � �I�(x1) + (1� �)I�(x2):

Cette propri�et�e de convexit�e n'est pas imm�ediatement li�ee �a
des notions d'information. Notons cependant que Csisz�ar
(Csisz�ar 1991, Th�eor�eme 1, page 2044) obtient cette pro-
pri�et�e de convexit�e comme cons�equence de propri�et�es de
localit�e et de r�egularit�e d'une r�egle de s�election.

� 4. Ind�ependance. Si la mesure est s�eparable en deux blocs,
i.e. �(x) = �1(x1)�2(x2), alors l'information globale est la
somme des informations d�e�nies sur les blocs ind�ependants :

I�(x) = I�1 (x1) + I�2(x2):

� 5. Additivit�e. Soit x la somme x = x1 + x2, o�u x1 et
x2 appartiennent respectivement �a deux convexes C1 et C2
munis des mesures �1 et �2. L'information apport�ee par
cette somme est inf�erieure �a la somme des informations
consid�er�ees ind�ependamment :

I�1��2 (x) � I�1 (x1) + I�2(x2):

� 6. �Echelle (homog�en�eit�e). Le changement d'�echelle x !

ax, �! �
0 ne modi�e pas l'information: I�0 (ax) = I�(x):

2.1 Cons�equences de ces propri�et�es

La propri�et�e de positivit�e est induite par les propri�et�es 2
et 3 : si l'information est minimale et nulle pour la moyenne
x�, et est une fonction convexe, alors elle est n�ecessairement
non n�egative.

On peut assurer que I� soit convexe en l'exprimant
comme la convexe conjugu�ee d'une fonction continue ��

(voir l'annexe)

I�(x) = Sup
s

�
s
t
x � ��(s)

	
:

L'unicit�e de ��(s) est en outre assur�ee si ��(s) est convexe
ferm�ee, et la relation pr�ec�edente est r�eversible : ��(s) =
Sup
x

�
s
t
x � I�(x)

	
.

L'information peut alors encore s'�ecrire

I�(x) = s
t
x
x� ��(sx);

pour la valeur sx rendant maximum l'argument du Sup,
c'est-�a-dire v�eri�ant x� �

0

�
(sx) = 0. Son gradient est alors

simplement I
0

�
(x) = sx:

La propri�et�e 2, minimum et nullit�e pour la moyenne,
entrâ�ne que s

x�
= 0. On en d�eduit alors que I�(x�) =

��(0) = 0 d'une part, et d'autre part x� = �
0

�
(0).

Examinons maintenant comment sont modi��ees les
autres propri�et�es lorsque l'on exprime I� sous la forme d'une
convexe conjugu�ee. Il est facile de voir que ces propri�et�es de-
viennent

� 4. Ind�ependance. ��(s) = ��1(s1) + ��2 (s2):

� 5. Additivit�e. La propri�et�e d'additivit�e entrâ�ne

Sup
s

�
s
t(x1 + x2) � ��1��2 (s)

	
�

Sup
s

�
s
t
x1 � ��1(s)

	
+ Sup

s

�
s
t
x2 � ��2(s)

	
;

et est en particulier v�eri��ee si ��1��2(s) est s�eparable en
��1��2(s) = ��1(s)+��2 (s). Cette restriction pourrait d�ej�a
nous permettre de conclure. En e�et, on sait que la fonction
g�en�eratrice des cumulants v�eri�e cette �egalit�e et transforme
ainsi un produit de convolution en une somme. Elle v�eri�e
�egalement la propri�et�e 2, et il n'est pas di�cile de voir que
les autres propri�et�es sont �egalement satisfaites. Nous allons
cependant tenter d'obtenir cette solution en utilisant uni-
quement les autres propri�et�es. Dans le cas g�en�eral, la pro-
pri�et�e d'additivit�e impose

��1��2 (s) � ��1 (s) + ��2(s):

� 6. �Echelle ��0(s) = ��(as):

Posons maintenant pour ��(s) la forme g�en�erale sui-
vante :

��(s) = f(E�g(s;x)));

(la forme la plus g�en�erale serait ��(s) =
P
i
fi(E�gi(s;x))))

et recherchons quelles sont les possibilit�es pour f et g. La
condition d'�echelle fournit

��0 (s) = f(E�0g(s;x))) = f(E�g(s; ax))) = ��(as):

On en d�eduit donc que g(s; ax) = g(as;x), et par suite
g(s;x) = g(stx).

Examinons ensuite la condition d'ind�ependance :

��(s) = �[�1�2]([s1s2]) = f(E[�1�2 ]fg(s
t
1x1 + s

t
2x2)g)

doit être �egale �a

f(E�1fg(s
t
1x1)g) + f(E�2fg(s

t
2x2)g):

Comme ceci doit être vrai quels que soient s1 et s2, il faut
n�ecessairement que g soit s�eparable en ses arguments, ce
que l'on notera g(st1x1 + s

t
2x2) = g(st1x1) � g(s

t
2x2), o�u

l'op�eration � est soit une addition soit une multiplication

(en raison de la sym�etrie des arguments). Dans ces condi-
tions, g ne peut être que la fonction identit�e ou la fonction
exponentielle, et la fonction f associ�ee soit l'identit�e soit
proportionnelle au logarithme. La propri�et�e 2 permet de re-
jeter l'identit�e (condition �

0

�
(0) = x�), et s�electionne

��;�(s) = � logE�fexp
�
�
�1
s
t
x

�
g;
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o�u � est une constante arbitraire qui d�e�nit en quelque sorte
A l'unit�e B de l'information. La propri�et�e d'additivit�e impose
que cette constante soit strictement positive ; par ailleurs,
si � est n�egatif, ��;�(s) est strictement concave, et in�nie
sur les bornes de son domaine. Le domaine de d�e�nition de
I�;�(x) est alors vide. Pour � = 1, ��(s) est la fonction
g�en�eratrice des cumulants de �.

La mesure d'information recherch�ee, la mesure de l'in-
formation associ�ee �a un �el�ement x d'un convexe C muni de
la mesure de r�ef�erence �, est la fonctionnelle I�(x) d�e�nie
comme la conjugu�ee convexe de la fonction g�en�eratrice des
cumulants de � :

I�(x) = Sup
s2D��

�
s
t
x � ��(s)

	
;

o�u D�� est le domaine de d�e�nition de ��(s). Cette fonction
est aussi, par d�e�nition, la transform�ee de Cram�er de �.

Pour � positif quelconque, il est facile de v�eri�er que
I�;�(x) = �I�(x) (� doit être positif pour garantir la posi-
tivit�e et la convexit�e de I�;�(x)).

Notons que la minimisation sous contrainte lin�eaire de
toute fonction croissante de I�(x), h(I�(x)) conduit �a la

même solution que la minimisation de I�(x). Cependant, on
ne pourra pas alors conserver toutes les propri�et�es que nous
avons �enonc�ees. La convexit�e imposera que h soit elle-même
convexe, l'annulation pour la moyenne imposera h(0) = 0,
les propri�et�es d'�echelle et d'additivit�e seront conserv�ees,

mais la propri�et�e d'ind�ependance ne pourra être respect�ee.

Notons encore une propri�et�e d'invariance de cette me-
sure d'information. Supposons que l'on observe une moyenne
empirique �xn = 1=n

P
n

i=1xi de n variables al�eatoires
ind�ependantes de même loi �, et notons ��n la mesure de
r�ef�erence associ�ee �a cette moyenne. Il est facile de v�eri�er
que l'on a alors

I��n (x) = nI�(x):

Il est int�eressant de noter que (Sch�utzenberger, 1954,
page 65), cit�e par (Kullback 1959, page 41) d�e�nit la
fonction g�en�eratrice des cumulants comme une pseudo-
information (car elle ne poss�ede pas toutes les propri�et�es
d'une mesure d'information). Nous retrouverons cette in-
terpr�etation de la fonction g�en�eratrice des cumulants comme
mesure d'information �a propos de l'information de R�enyi.

On peut �etendre le raisonnement pr�ec�edent au cas o�u l'on
observe une fonction y = T (x) de x. Soit � la mesure de
r�ef�erence associ�ee aux variables al�eatoires y. L'information
associ�ee est alors

I�(y) = Sup
s2D��

�
s
t
y � log

�
E�
�
exp

�
s
t
y

�	�	

On peut utiliser le lemme suivant :Z
g(y) d�(y) =

Z
g(T (x)) d�(x):

Il s'en suit que E� fexp (s
t
y)g = E� fexp (s

t
T (x))g. Dans

ces conditions,

I�(y) = I�(T (x))
= Sup
s2D��

�
s
t
T (x)� log

�
E�
�
exp

�
s
t
T (x)

�	�	
:

Lien avec l'information de Kullback-Leibler

Il est possible de relier la notion d'information
que nous avons introduite ci-dessus �a l'information de
Kullback-Leibler, et de lui donner ainsi un sens
plus pr�ecis. Rappelons l'expression de l'information de
Kullback : celle-ci est d�e�nie entre deux distributions de
probabilit�e, P et Q, par

D(P jjQ) =
R

dP (x) log dP
dQ

(x) si P � Q

= +1 sinon.

Notons que si P et Q admettent deux densit�es p et q par
rapport �a une mesure de r�ef�erence �, alors

D(P jjQ) =

Z
p(x) log

p(x)

q(x)
d�(x):

L'information de Kullback admet la description va-
riationelle suivante, voir (Gray 1990, page 104) pour
une d�emonstration (le r�esultat original est dû �a
Donsker-Varadhan) :

D(P jjQ) = Sup
�

fEP f�g � logEQ fexp �gg:

On a donc en particulier

D(P jjQ) � EP f�g � logEQ fexp�g 8�

Si l'on pose maintenant � = s , l'in�egalit�e s'entendra alors
8s; 8 . En �xant maintenant  , on obtient

D(P jjQ) � sEP f g � logEQ fexp s g 8s:

Par cons�equent,

D(P jjQ) � Sup
s

fsEP f g � logEQ fexp s gg:

Notons maintenant P � la distribution qui r�ealise l'�egalit�e,
c'est-�a-dire

D(P �jjQ) = Sup
s

fsEP� f g � logEQ fexp s gg:

Dans l'ensemble des distributions de moyenne �x�ee (�a y pour
�xer les id�ees)

Py = fP j EP f g = EP� f g = yg;

P
� r�ealise le minimum de l'information de Kullback :

D(P �jjQ) = Inf
P2Py

D(P jjQ):

On obtient ainsi

Inf
P2Py

D(P jjQ) = Sup
s

fsy � logEQ fexp s gg = IQ(y):

Ceci nous permet donc d'interpr�eter l'information I�

comme une forme contract�ee de l'information de Kullback
D(P jj�), agissant sur un ensemble de moyennes possibles C.
On notera dans la suite ��; (s) = logE� fexp s g, en omet-
tant l'indice lorsque  est l'identit�e.

Il est facile de v�eri�er que la distribution P � s'�ecrit

dP �(x) = exp (s (x) � ��; (s)) d�(x);
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o�u s v�eri�e y = �
0

�; 
(s). Au sein de la famille exponen-

tielle engendr�ee par �, s est le param�etre naturel, et ��; (s)
le potentiel. Notons (voir annexe) que la transform�ee de
Legendre-Fenchel (conjugu�ee convexe) du potentiel

I�( ) = Sup
s

fs � ��; (s)g

associe �a  le param�etre naturel s tel que  = �
0

�; 
(s) (s

est ici une fonction de x). R�eciproquement, la conjugu�ee
convexe de I�( ) est ��; (s) et associe s �a  selon s = I

0

�
( ).

On a alors la relation de Young

I�( ) + ��; (s) � s ;

avec �egalit�e lorsque s et  sont li�ees par une des relations
de d�eriv�ee pr�ec�edentes.

Lien avec les entropie et information de R�enyi

Remarquons tout d'abord que si l'on s'int�eresse �a  (x) =
log (p(x)), alors

��; (s) = logE� fexp s log p(x)g = logE� fp(x)
sg ;

qui est, �a un facteur 1=(s � 1), l'entropie de R�enyi

(R�enyi 1966) d'ordre s :Hs(P ) =
1
s�1

��; (s). On remarque

ainsi que l'entropie d�e�nie par R�enyi s'identi�e �a ��; (s)
et non �a sa fonction duale. Consid�erons maintenant le lo-
garithme du rapport de vraisemblance, en prenant  (x) =

log
�
p(x)

q(x)

�
, o�u p et q sont deux densit�es par rapport �a �. Le

potentiel �Q; (s) s'�ecrit alors

�Q; (s) = log
R
q(x) exp

�
s log p(x)

q(x)

�
d�(x)

= log
R
p(x)sq(x)1�s d�(x);

qui est cette fois ci li�ee �a l'information de R�enyi d'ordre s,
Rs(P;Q) =

1
s�1

�Q; (s).

On peut donc relier l'information de R�enyi et l'informa-
tion de Kullback en consid�erant le probl�eme de minimi-

sation de l'information de Kullback entre P et Q sous la
contrainte y = EP f (x)g :

Inf
P2P y

D(P jjQ) = D(P �jjQ)

= Sup
s

fsy � �Q; (s)g

= s
�
y � �Q; (s

�);
= s

�
y � (s� � 1)Rs�(P;Q)

avec y = �
0

Q; 
(s�), et p� / p(x)s

�

q(x)1�s
�

. En prenant alors
s
� = 0, on obtient p� = q; y = �D(QjjP ) et D(P �jjQ) = 0.
Pour s� = 1, on obtient p� = p; y = D(P jjQ) et D(P �jjQ) =
D(P jjQ).

L'expression pr�ec�edente donne ainsi un sens au pa-
ram�etre s de l'information de R�enyi : il s'agit du param�etre
naturel de la loi exponentielle de moyenne y = EP f (x)g.

L'entropie et l'information de R�enyi sont souvent uti-
lis�ees pour borner des probabilit�es d'erreur, par exemple
dans les probl�emes de codage de source ou de test d'hy-
poth�ese. Ces bonnes d'erreur peuvent en g�en�eral être obte-
nues en appliquant des r�esultats de grandes d�eviations au
logarithme de la distribution empirique ou au log rapport
de vraisemblance empirique. Les bornes s'expriment alors en

fonction du minimum de l'information de Kullback sous
l'information apport�ee par la moyenne empirique, et il est
ainsi possible de faire apparâ�tre l'entropie ou l'information
de R�enyi. Comme le note (Csisz�ar 1993), l'ad�equation de
ces bornes requiert un choix pertinent du param�etre s. Le
lien donn�e ci-dessus entre les informations de Kullback et
R�enyi peut permettre d'�eclairer ce choix.

3 Divergences

�A partir des mesures d'information que nous avons
d�e�nies, on peut rechercher �a d�e�nir des divergences entre
deux �el�ements du convexe C. Nous examinons dans ce pa-
ragraphe comment on peut retrouver plusieurs m�ethodes de
construction de divergences et leurs liens avec la forme d'in-
formation �etudi�ee ici.

3.1 Divergences de Bregman

Si on consid�ere deux fonctions convexes conjugu�ees l'une
de l'autre f(x) et f�(x�), o�u x et x� sont les variables
conjugu�ees, on a toujours f(x) + f

�(x�) � xx
�, avec �egalit�e

lorsque x� = f
0(x). Rappelons que la mesure d'information

obtenue I�(x) est d�e�nie comme la convexe conjugu�ee de
��(s). On a par cons�equent

I�(x) + ��(s) � xs;

avec �egalit�e lorsque x = �
0

�
(s). On peut alors d�e�nir une

A distance B entre x et s par

B�(x; s) = I�(x) + ��(s) � xs:

Consid�erons deux valeurs particuli�eres x1 et s2, auxquelles
sont respectivement associ�ees les variables duales par

I�(xi) + ��(si) � xisi i = 1; 2:
xi = �

0

�
(si); si = I

0

�
(xi)

En utilisant cette relation, la distance de Bregman

(Bregman 1967), appel�ee �egalement divergence dirig�ee,
peut alors s'exprimer comme

B�(x1; x2) = I�(x1)� I�(x2) � I
0

�
(x2)(x1 � x2);

= ��(s1)� ��(s2)� �
0

�
(s2)(s1 � s2):

Remarquons que si l'on consid�ere deux membres de la
famille exponentielle engendr�ee par �, P1 et P2, respective-
ment de moyenne et param�etre naturel (x1; s1) et (x2; s2),
alors la distance de Bregman n'est autre que l'information
deKullback entre les deux distributions,D(P1jjP2). L'uti-
lisation de la divergence dirig�ee correspond donc ici �a modi-
�er la mesure de r�ef�erence �, en prenant comme r�ef�erence le
membre de la famille exponentielle de moyenne x2 ; l'objet
par d�efaut sur C devient ainsi x2. Notons que l'on a bien
entendu B(x; x) = 0, et B�(x; x�) = I�(x).

Il est int�eressant de noter que la famille des distances
de Bregman pr�esente une propri�et�e de projectivit�e, et que
la A projection B v�eri�e un th�eor�eme de Pythagore,
voir �egalement (Jones & Byrne 1990). Si on consid�ere une
contrainte convexe lin�eaire x 2 C, et la projection x

�

d�e�nie par x� = argmin
x2C B(x; x2) alors les distances de

Bregman v�eri�ent 1

B(x1; x2) = B(x1; x
�) + B(x�; x2):

1: La distance de Kullback v�eri�e bien entendu cette �egalit�e triangulaire, mais il n'est pas absolument n�ecessaire que C soit convexe.
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3.2 Di��erence de Jensen

Une mani�ere classique de construire des divergences �a
partir d'une entropie H(x) est d'utiliser la di��erence de
Jensen

J�;H(x1; x2) = H(�x1+(1��)x2)��H(x1)�(1��)H(x2):

Celle-ci peut être comprise comme une mesure de distance
construite �a partir d'une propri�et�e de concavit�e. En e�et,
les mesures d'information I�(x) que nous avons d�e�nies (qui
sont l'oppos�e d'entropies) sont convexes par construction, et

�J�;H(x1; x2) =
�I�(x1) + (1 � �)I�(x2)� I�(�x1 + (1� �)x2) � 0:

L'utilisation de la di��erence de Jensen peut ainsi permettre
de g�en�erer une classe de mesures de divergence entre x1 et
x2, index�ee par le param�etre �. On peut noter que les di-
vergences de Bregman correspondent �a la d�eriv�ee de la
di��erence de Jensen pour � = 0.

3.3 f-divergences

Les f-divergences sont une famille de divergences intro-
duites et �etudi�ees par Csisz�ar, et ind�ependemment par Ali
et Silvey, (Csisz�ar 1967, Ali & Silvey 1966). Ces diver-
gences s'expriment sous la forme

Df (x1; x2) = x2f

�
x1

x2

�
;

o�u f est une fonction convexe v�eri�ant f(1) = f
0(1) = 0.

Nous avons vu qu'une mani�ere de modi�er l'objet par
d�efaut �x� consiste �a prendre une distribution exponentielle
par rapport �a � comme mesure de r�ef�erence, la moyenne
de cette distribution exponentielle devenant alors le nou-
vel objet par d�efaut. Ceci m�ene alors aux divergences de
Bregman.

Il est possible de proc�eder di��eremment pour modi�er
l'objet par d�efaut. On peut en e�et v�eri�er que si l'on change
l'objet par d�efaut dans la propri�et�e 2, en prenant un nou-
vel objet m dans C, on aboutit �a la fonction (on se place
�a nouveau ici dans le cas scalaire ; le raisonnement s'�etend
facilement au cas vectoriel pour une mesure de r�ef�erence
s�eparable)

�
(m)
�

(s) =
m

�x�
logE� fexp sxg ;

qui v�eri�e bien �
(m)0

� (0) = m. La convexe conjugu�ee de cette
fonction, c'est-�a-dire la nouvelle mesure d'information est
alors

I
(m)
�

(x) =
m

�x�
I�(�x�

x

m
):

Il nous su�t alors maintenant de poser f�(x) = I�(�x�x)=�x�,
pour obtenir une f-divergence :

Df�(x1; x2) = x2f�

�
x1

x2

�
;

=
x2

�x�
I�

�
�x�
x1

x2

�
:

On peut v�eri�er facilement que f(1) = �x�1
�
I�(�x� = 0, et que

f
0(1) = �x�1

�
I
0

�
(�x� = 0 (�a l'aide par exemple de la relation

I
0

�
= �

0�1

�
, et en tenant compte de x� = �

0

�
(0)).

Dans le cas vectoriel, avec une mesure s�eparable, ceci
devient

Df�(a; b) =

NX
i=1

bi

�xi
I�

�
�xi
ai

bi

�
;

o�u ai, bi et xi notent respectivement les ie composantes de
a, b et �x�.

Pla�cons nous dans un ensemble C dont tous les �el�ements
sont de moyenne unit�e (relativement �a la mesure �), et a

fortiori tel que �x� = 1 (ce sera par exemple l'ensemble des
distributions de probabilit�e), et prenons pour � la mesure
de Lebesgue sur IR+. On obtient alors I�(x) = � logx, et

Df�(x1; x2) = x2 log

�
x2

x1

�
;

c'est-�a-dire l'information de Kullback D(x2jjx1).

En changeant ainsi l'objet par d�efaut, par deux
proc�edures di��erentes, nous pouvons retrouver les deux
grandes classes de divergences | divergences de Bregman
et f-divergences | et leur donner ici la signi�cation
d'un changement de mesure d'information lorsque l'on fait
�evoluer l'objet par d�efaut. Notons toutefois que ces construc-
tions ne permettent pas de retrouver toutes les divergences
de Bregman et f-divergences, mais simplement deux sous-
classes de ces divergences, coh�erentes avec la mesure d'in-
formation que nous avons d�e�nie. 2

4 Quelques exemples

Nous donnons ici quelques exemples de fonctions I�(x)
obtenues par ce proc�ed�e, ainsi que l'expression de certaines
divergences associ�ees. Nous examinerons tout d'abord com-
ment on peut construire pratiquement les fonctions I�(x) en
fonction de la mesure de r�ef�erence �.

4.1 Calcul pratique de I�(x)

Rappelons que les fonctions I� et �mu sont conjugu�ees
convexes l'une de l'autre. Le calcul pratique de I�(x) s'ap-
puie donc sur les propri�et�es des convexes conjugu�ees (voir
l'annexe A, relation A-4). On obtient ainsi, avec I

0

�
= �

0
�1
�

,

I�(x) = xI
0

�
(x)� ��(I

0

�
(x)):

La di�cult�e principale r�eside dans la d�etermination de
I�(x)

0

, qui n�ecessite le calcul de la r�eciproque de �
0

�
(s). Pour

beaucoup de mesures, ce calcul ne conduit pas �a une ex-
pression analytique de I

0

�
(x), et la mesure d'information ne

peut alors être d�e�nie qu'implicitement comme la convexe
conjugu�ee de ��(s). Nous verrons cependant que pour l'ap-
plication �a la r�esolution de probl�emes inverses, on peut se
contenter de l'expression de ��(s).

2: f-divergence et distributions ind�e�niment divisibles. Nous reprenons ici une remarque de Csisz�ar (journ�ee maximum d'entropie sur

la mouenne et grandes d�eviations, �Evry, 30 mai 1995). Prenons commemesure de r�ef�erence � une distribution ind�e�niment divisible, et consid�erons

la distribution �n telle que E�n fexp txg = E� fexp txg
n. On obtient alors I�n (x) = nI�(x=n), qui pr�esente la forme g�en�erique des f -divergences.
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4.2 Exemples de crit�eres

4.2.1 Mesure de r�ef�erence gaussienne

L'utilisation d'une mesure de r�ef�erence gaussienne � =
N (m;�), m�ene facilement au crit�ere quadratique

I�(x) = (x �m)t��1(x�m):

Observons que le minimumest bien obtenu pour la moyenne
de la mesure de r�ef�erence m.

4.2.2 Mesure de r�ef�erence gamma et crit�ere d'Itakura-
Sa��to

On peut s'int�eresser �a des variables positives, c'est-�a-dire
d�e�nies sur le convexe C = [0;1[N en choisissant comme
mesure de r�ef�erence un produit de lois gamma, �(�i; �i),
i = 1::N . La tranform�ee de Cram�er de cette mesure four-
nit alors

I�(x) =

NX
i=1

(�ixi � �i) + �i log

�
�i

�ixi

�
:

Il est facile de v�eri�er que ce dernier crit�ere prend son
minimum et s'annule pour la moyenne de la mesure de
r�ef�erence, �xi = �i=�i. Pour �i = 1, on obtient la divergence
d'Itakura-Sa��to, et en prenant en�n �i = 1, on obtient
l'entropie de Burg.

4.2.3 Mesure de Poisson et information de Kullback

On a consid�er�e dans le paragraphe pr�ec�edent le cas o�u
le convexe C est IRN+ , et la mesure de r�ef�erence une loi �.
Toujours pour des variables positives, on peut �egalement
envisager d'utiliser une mesure de Poisson, de param�etre
mi, i = 1::N . 3

Le calcul de la transform�ee de Cram�er de � conduit
alors �a

I�(x) =

NX
i=1

�
xi log

�
xi

mi

�
+mi � xi

�
;

qui est l'expression de l'information de Kullback (entropie
crois�ee), dans laquelle le terme correctif (mi � xi) assure la
positivit�e de I� dans le cas o�u x, oum ne serait pas norma-
lis�e �a l'unit�e. Pour mi = 1=N et x de somme 1, on retrouve
l'entropie de Shannon (au signe pr�es).

4.2.4 Lois compos�ees de Poisson

Une famille int�eressante de mesures de r�ef�erence peut
être obtenue en utilisant des sommes poissonnis�ees, voir
par exemple (Gamboa & Lavielle 1994). On consid�ere
donc la somme de N variables al�eatoires, o�u N suit lui-
même une distribution de Poisson. 4 En notant  la
fonction g�en�eratrice des variables al�eatoires, et f le pa-
ram�etre de Poisson, la fonction g�en�eratrice de la somme est
exp (�f + f (s)). La fonction g�en�eratrice des cumulants est
alors simplement �f + f (s), et pour un vecteur complet
x, on obtient alors

�(s) =

NX
i=1

�fi + fi i(si):

On peut par exemple appliquer cette construction pour une
distribution gamma, �(�i; �i) i = 1::N pour x (le crit�ere
correspondant a �et�e exhib�e en (Gamboa & Lavielle 1994,
Bercher 1995)) :

I�(x) =

NX
i=1

fi

8<
:�i ximi

+ 1� (�i + 1)

�
xi

mi

� �
i

�
i
+1

9=
; ;

dans lequel on a fait apparâ�tre la moyenne mi = �i=�i.
Cette expression peut être reli�ee au crit�ere entropique

introduit par (Jones & Byrne 1990).
En posant  = �

�+1
(on se place ici dans la cas scalaire

pour all�eger les notations), le crit�ere pr�ec�edent peut s'�ecrire,
�a un facteur pr�es

I�(x) = �
�
x

m

�
+ 

x

m
+ 1� :

Il est particuli�erement int�eressant d'observer que pour  =
1=2, on fait apparâ�tre un crit�ere en racine carr�ee, pour
lequel a longtemps �et�e cherch�ee une justi�cation, voir par
exemple (Narayan & Nityananda 1986).

On peut maintenant chercher �a construire une f-
divergence �a l'aide de l'expression de I�(x). Posons m=1.

La divergence s'�ecrit alors

D(x1; x2) = x2I�(
x1

x2

) = �x1

x2

1� + x1 + (1� )x2:

Il est remarquable que l'on obtienne alors, toujours pour

 = 1=2, la distance d'Hellinger :
�p

(x1)�
p
(x2)

�2
.

La divergence de Bregman peut �egalement être cal-
cul�ee :

B(x1; x2) = (x2 � x


1) � x
�1
2 (x2 � x1):

4.2.5 Mesure de r�ef�erence de Bernoulli

Si l'on s'int�eresse au convexe C d�e�ni par C = fxjxi 2

[ai; bi] i = 1::Ng, on peut utiliser une mesure uniforme
sur chacun des intervalles. Cependant une mesure uniforme
ne conduit pas �a une expression explicite de I�(x). On
peut �egalement utiliser une mesure de Bernoulli sur cha-
cun des intervalles [ai; bi] ; le convexe est alors construit
comme l'enveloppe convexe du support de �, avec d�i(xi) =
�i�(xi � ai) + (1� �i)�(bi � xi). Notons que le même type
de r�esultat peut être obtenu en utilisant une loi binomiale.
La mesure d'information prend la forme

I�(x) =

NX
i=1

�
xi � ai

bi � ai

�
log

�
xi � ai

1� �i

�

+
bi � xi

bi � ai
log

�
bi � xi

�i

�
� log (bi � ai) :

Il est facile de v�eri�er ici encore que cette expression s'annule
pour la solution par d�efaut xi = �iai+(1��i)bi; i = 1::N .
Pour ai = 0, bi = 1, et �i = 1=2, on obtient l'entropie de
Fermi-Dirac :

I�(x) =

NX
i=1

(xi log (xi) + (1� xi) log (1� xi)) +N log (2) :

3: Ce mod�ele peut être un mod�ele de formation d'image, qui repr�esente l'accumulation de grains d'�energie (par exemple des photons), selon un

processus de Poisson, et de telle sorte que la moyenne au site i soit mi. Un tel mod�ele peut par exemple être rencontr�e en astronomie.

4: Ce mod�ele peut être consid�er�e comme une extension du mod�ele de formation d'image d�evelopp�e dans le paragraphe pr�ec�edent. Chaque

composante de Z repr�esente toujours un site ou un pixel de l'image, et plutôt que d'accumuler sur les di��erents sites (selon une loi de Poisson)

des A grains d'intensit�e B de valeur constante, on consid�ere que l'intensit�e de chacun des grains est variable et gouvern�ee, au site i, par une

distribution �i.
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4.2.6 Loi de Pascal

Nous terminerons ces quelques exemples avec la loi
de Pascal (binomiale n�egative). Celle-ci d�ecrit le nombre
d'�epreuves de Bernoulli pour obtenir 1 r fois. Notons un lien
avec la loi de Poisson : si on consid�ere le param�etre de la
loi de Poisson al�eatoire, et de loi �(p=(1 � p); r), alors on
retrouve la loi de Pascal. La mesure d'information associ�ee
est ici

I�(x) =

NX
i=1

(xi log (xi) � (xi + ri) log (xi + ri)

�xi log (1� pi)� ri log (pi=ri)) :

Pour la loi g�eom�etrique, (ri = 1), on obtient I�i (xi) =
xi log (xi) � (xi + 1) log (xi + 1) � xi log (1� pi) � log (pi),
dans laquelle le terme xi log (xi) � (xi + 1) log (xi + 1) est
l'entropie de Bose-Einstein.

Remarquons qu'il est possible d'obtenir l'entropie de
Bose-Einstein en utilisant la construction d�evelopp�ee ici
en prenant pour � la mesure discr�ete �(k) = 1; k = 0::1
(mesure de comptage). Notons encore qu'il ne s'agit plus ici
d'une mesure de probabilit�e.

5 Application �a la r�esolution de probl�emes

inverses

On consid�ere le probl�eme inverse, qui consiste �a
d�eterminer, restaurer, un objet x lorsqu'on dispose de
l'�equation d'observation suivante :

y = Ax+ b;

o�u les composantes de y sont des observations indirectes et
bruit�ees d'un objet x, �a l'aide d'un proc�ed�e exp�erimental ca-
ract�eris�e par la matrice de transfert A. Cette matrice peut
être mal-conditionn�ee ou incompl�ete. Dans ces conditions,
l'inversion directe du probl�eme est impossible, ou conduit
�a une solution de peu d'int�erêt. Les donn�ees doivent être
compl�et�ees par une information suppl�ementaire qui per-
mette de s�electionner une solution acceptable.

On peut souvent disposer d'une connaissance sur la
distribution du bruit d'observation. D'autre part, on peut
�egalement disposer de conaissances sur un proc�ed�e de for-
mation de l'objet x (mod�ele de formation d'image par
exemple), ou se donner un mod�ele (probabiliste) de l'ob-
jet. En�n, on peut chercher �a respecter certaines contraintes
convexes, comme une contrainte de positivit�e ou l'ap-
partenance �a un gabarit, en se donnant une mesure de
r�ef�erence sur cet ensemble convexe. Sans aller plus avant
dans cette discussion, nous supposerons ici disposer d'une
mesure de r�ef�erence � sur l'objet, et d'une mesure � pour
le bruit. On pourra consulter l'article de C. Heinrich
et al. (Heinrich et al. 1995) dans ces actes pour une

mod�elisation de signaux impulsionnels et l'application de
cette technique en �echographie appliqu�ee au contrôle non
destructif, et en spectroscopie.

�A l'aide de ces deux mesures de r�ef�erences, on peut
d�eterminer les informations associ�ees I�(x) et I�(b), et re-
chercher alors la solution x la moins informative, c'est-�a-dire
la plus proche de la solution par d�efaut �x�, tout en respec-
tant une contrainte A informationnelle B li�ee �a l'observation.
On recherchera par exemple �a pr�eserver I�(b = y�Ax) � �.
Ce probl�eme d'optimisation peut donc se formuler comme(

Inf
x2C\D

I�(x)

I�(y �Ax) � �;

o�u C et D sont les domaines de d�e�nition des deux fonctions.

On peut montrer que ce probl�eme est �equivalent �a re-
chercher l'argument du minimum de

Inf
x2C\D

I�(x) + �I�(y �Ax);

o�u � est une constante positive (c'est le param�etre de
Lagrange associ�e �a la contrainte I�(y � Ax) � �). Ce
crit�ere prend la forme classique des crit�eres r�egularis�es,
et � (son inverse) joue alors le rôle d'un param�etre de
r�egularisation.

On peut obtenir une formulation duale de ce crit�ere en
utilisant le th�eor�eme de dualit�e de Fenchel avec F(x) =
I�(x) et G(x) = �I�(y�Ax). On peut v�eri�er que G

�(x�) =
s
t
y � �I

�

�
(��1

s
t), o�u x

� est de la forme x� = s
t
A. Le

probl�eme �equivalent est alors

Sup
x�=stA2C�\D�

�
s
t
y � �I

�

�
(��1

s
t)� I

�

�
(stA)

	
:

En se souvenant que I� et ��(�) = logE�
�
exp

�
�
t
x

�	
forment une paire de conjugu�ees convexes, on peut r�e�ecrire

le probl�eme dual, qui est souvent non contraint, comme

Sup
x�=stA2C�\D�

�
s
t
y � ���(�

�1
s
t) � ��(s

t
A)
	
;

et, pour s� solution du probl�eme dual pr�ec�edent, la solution
du probl�eme primal est donn�ee par

x = �
0

�
(stA)

���
s=s�

:

Notons que x, comme moyenne d'une distribution expo-
nentielle par rapport �a �, appartient automatiquement �a
l'enveloppe convexe C du support de �.

Des propri�et�es analogues peuvent être obtenues pour les
classes de divergences que nous avons d�e�nies.

|||||{

Annexe A : dualit�e de Fenchel

Nous regroupons dans ce paragraphe plusieurs r�esultats
et outils importants, issus de l'analyse convexe et de la
th�eorie de la dualit�e de Fenchel. Des r�ef�erences impor-
tantes sur le sujet sont les ouvrages (Luenberger 1969)
et (Rockafellar 1970) ; on peut �egalement consulter la
synth�ese r�ecente (Rockafellar 1993).

1.1 Fonctions convexes conjugu�ees

Nous d�ebuterons tout d'abord par la notion d'en-
semble conjugu�e et de fonctionnelles convexes conjugu�ees.
Consid�erons F une fonctionnelle convexe d�e�nie sur un sous-
ensemble C d'un espace norm�e X . On d�e�nit la fonctionnelle

7



convexe conjugu�ee par

F�(x�) = Sup
x2C

f< x; x
�
> �F (x)g; (A-1)

et l'ensemble conjugu�e C� comme l'ensemble des x� tels que
F�(x�) soit �nie.

En tant que supremum de fonctions continues, F� est
elle-même convexe. Pla�cons nous dans le cas scalaire, et
consid�erons �a nouveau la d�e�nition de la conjugu�ee convexe,
avec t = x, et s = x

� : F�(s) = Sup
t

fst �F(t)g: Lorsque

F(t) est di��erentiable sur son domaine de d�e�nition, et en
notant ts la valeur de t rendant maximum fst�F(t)g, on a�

F�(s) = sts � F(ts);
avec s� F 0(ts) = 0:

(A-2)

Examinons maintenant l'expression de la d�eriv�ee de F�(s)

par rapport �a s : F�
0

(s) = ts+ t
0

s
[s�F 0(ts)] = ts; on obtient

ainsi la relation
F�

0

(s) = F
0
�1(s); (A-3)

c'est-�a-dire que les d�eriv�ees de F et de sa conjugu�ee
F� sont r�eciproques l'une de l'autre. Ce r�esultat peut
se g�en�eraliser pour des fonctions convexes ferm�ees (semi-
continues inf�erieurement) d�e�nies sur IRM , �a l'aide de la
notion de sous-di��erentielle, voir (Ellis 1985, chapitre 6).

A�n de d�eterminer l'expression de F�, il faut donc

d�eriver F , puis calculer sa r�eciproque F
0
�1 = F�

0

. Il faut en-
�n int�egrer l'expression obtenue. Il est possible d'�eviter cette
int�egration en utilisant la relation F�(s) = sts�F(ts), ainsi

que F�
0

(s) = ts. On obtient alors

F�(s) = sF�
0

(s) � F(F�
0

(s)): (A-4)

En d�erivant �a nouveau les relations F�
0

(s) = ts et
s = F 0(ts) par rapport �a s, on obtient respectivement

F�
00

(s) = t
0

s
et t

0

s
F

00

(ts) = 1. On en d�eduit que

F�
00

(s)F
00

(ts) = 1: (A-5)

1.2 Fonctions concaves conjugu�ees

Soit G une fonction concave d�e�nie sur un ensemble D.
La fonction concave conjugu�ee est d�e�nie par

G�(x�) = Inf
x2D

< x; x
�
> �G(x);

sur l'ensemble conjugu�e D�. Notons que la fonction concave
conjugu�ee ainsi d�e�nie n'est pas l'oppos�e de la convexe
conjugu�ee de �G. C'est avec cette d�e�nition que le th�eor�eme
de dualit�e de Fenchel est valide.

1.2.1 Propri�et�es, in�egalit�es de Young

Nous donnons ici les propri�et�es essentielles des fonctions
convexes conjugu�ees. Nous supposerons �a nouveau que F
et F� sont di��erentiables sur l'int�erieur de leur domaine.
On notera @F(t) la sous-di��erentielle de F en t (l'ensemble
des sous-gradients de F en t). Pour des fonctions convexes
ferm�ees sur IRM , on a les propri�et�es suivantes (Ellis 1985,
th�eor�eme VI.5.3, page 221)

(a) F� est une fonction convexe ferm�ee sur IRM ,

(b) < s; t >� F(t) +F�(s) pour tout s; t 2 IRM ,

(c) < s; t >= F(t) +F�(s) ssi s 2 @F(t) (condition ana-
logue �a s �F 0(ts) = 0),

(d) s 2 @F(t) ssi t 2 @F�(s) (condition analogue �a la

r�eciprocit�e des d�eriv�ees F�
0

(s) = F
0
�1(s))

(e) F�� = F , ce qui signi�e que F est aussi la convexe
conjugu�ee de F�.

Parmi ces propri�et�es, la propri�et�e (e), indique que la conju-
gaison convexe est A r�eversible B si la fonction initiale F est
convexe ferm�ee.

1.2.2 Th�eor�eme de dualit�e de Fenchel

Nous pouvons maintenant �enoncer le th�eor�eme de dualit�e
de Fenchel. Si F et G sont deux fonctionnelles, respecti-
vement convexes et concaves d�e�nies sur C et D, alors

� = Inf
x2C\D

fF(x)� G(x)g = Sup
x�2C�\D�

fG�(x�)� F�(x�)g:

(A-6)
sous les conditions suivantes : C\D contient des points dans
l'int�erieur relatif de C et D, l'un au moins des ensembles
[F; C] et [G;D] est d'int�erieur non vide, et � est �ni.

Les r�esultats de la th�eorie de la dualit�e de Fenchel

poss�edent des extensions dans le cas d'une formulation
int�egrale | voir par exemple (Borwein & Lewis 1991) et
(Rockafellar 1970). On peut en particulier en d�eduire
que

R
C p(x) log (p(x)) d�(x) et log

R
exp (stx) d�(x)

forment une paire de convexes conjugu�ees.

1.2.3 Relation entre les solutions des probl�emes primal et
dual

Lorsqu'un probl�eme d'optimisation est r�esolu en uti-
lisant sa formulation duale, il est n�ecessaire d'exprimer
la solution du probl�eme primal en fonction de celle du
probl�eme dual. Sous des conditions peu restrictives, les so-
lutions optimales sont li�ees par une simple op�eration de
d�erivation (voir �a nouveau (Borwein & Lewis 1991) ou
(Decarreau et al. 1992)) : si x0 et x

�

0 sont respectivement
les solutions des probl�emes primal et dual, alors(

x0 = F�
0

(x�0) = G�
0

(x�0);

x
�

0 = F
0

(x0) = G
0

(x0):

Annexe B : propri�et�es de la transform�ee de

Cram�er

La conjugu�ee convexe de cette fonction g�en�eratrice des
cumulants est aussi appel�ee transform�ee de Cram�er de �
(Azencott 1978, Dacunha-Castelle & Duflo 1982).
Cette transform�ee poss�ede de nombreuses propri�et�es, qui
sont particuli�erement int�eressantes, lorsque la transform�ee
de Cram�er I�(x) est utilis�ee comme crit�ere pour la
r�esolution d'un probl�eme inverse. On note C l'enveloppe
convexe ferm�ee du support de �. Les propri�et�es essentielles
sont les suivantes :

� I� est continûment di��erentiable et strictement
convexe sur C,

� I�(x) = +1 pour x =2 C, et sa d�eriv�ee crô�t �a l'in�ni
sur la fronti�ere de C,

� I�(x) � 0, avec �egalit�e pour x = �x�.
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La stricte convexit�e permet une impl�ementation simple, et
surtout garantit l'unicit�e de la solution. Le fait que I�(x)
soit in�nie en dehors de C et que sa d�eriv�ee soit elle-même
in�nie �a la fronti�ere de C interdit �a une m�ethode d'optimisa-

tion locale de s'�evader de l'ensemble C, et fournit de ce fait
une solution dans cet ensemble, sans qu'il soit n�ecessaire de
sp�eci�er explicitement cette contrainte au cours de l'optimi-
sation.
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