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R�ESUM�E
L'objet de cette communication est la r�esolution de

probl�emes inverses lin�eaires mal-pos�es. Nous proposons de
r�esoudre ce type de probl�eme par la M�ethode du Maximum
d'Entropie sur la Moyenne (mmem). La mmem permet de
prendre en compte diverses informations a priori, contraire-
ment �a la m�ethode du maximum d'entropie classique. Ces
informations seront incorpor�ees non par la r�egle de Bayes

comme dans les m�ethodes bay�esiennes, mais par l'information
de Kullback-Leibler.

Nous pr�esentons dans un premier temps le principe de
la m�ethode, avant d'�etudier deux exemples d'application �a
des m�elanges de distributions repr�esentatifs de signaux piqu�es.
Les cadres d'application seront respectivement le contrôle non-
destructif et la spectroscopie.

ABSTRACT

The subject of this communication is the resolution of linear
ill-posed inverse problems. We suggest to cope with this kind
of di�culty using the maximum entropy on the mean method.
This scheme allows to account for various priors, whereas classi-
cal maximum entropy doesn't. This prior information won't be
incorporated via the Bayes' rule as in Bayesian methods, but
via the Kullback-Leibler information.

We �rst present the principle of the method, and we then
focus on its application to mixture of distributions standing for
a spiky signal prior knowledge. Application �eld will be non-
destructive evaluation and spectroscopy.

1. INTRODUCTION

N
ous nous int�eressons dans cette communication �a la
restauration de signaux x observ�es par un syst�eme

lin�eaire H et d�egrad�es par un bruit additif n. Les observa-
tions z satisfont l'�equation z =Hx+ n:

On supposera la matrice H et la distribution �N du
bruit connues. La matrice H est souvent mal conditionn�ee
et ces seules connaissances ne su�sent donc pas pour ob-
tenir une solution physiquement acceptable. Il faut intro-
duire un suppl�ement d'information. Nous mod�eliserons ici le
probl�eme en choisissant une distribution � de r�ef�erence pour
la classe d'objets �etudi�es. On prendra par exemple pour � un
m�elange de distributions, ce qui permettra de rendre compte
des signaux piqu�es que nous recherchons. Dans le cadre des
m�ethodes bay�esiennes, cette hypoth�ese permet { par appli-
cation de la r�egle de Bayes { d'obtenir la distribution a

posteriori, dont on d�eduit un estimateur de x. Dans le cadre
de la mmem, on minimise la distance de Kullback �a � a�n
d'en d�eduire une distribution �a maximum d'entropie, puis
un estimateur de x.

Par souci de simplicit�e, nous traiterons dans un premier
temps le probl�eme non bruit�e, le cas du probl�eme bruit�e s'en
d�eduisant ais�ement.

2. PRINCIPE DE LA M�ETHODE

La mmem a �et�e introduite initialement par Navaza [8]
en cristallographie, puis �etudi�ee par Gamboa et Gassiat
[3, 4] en math�ematiques et par Le Besnerais et Bercher
[1, 6] en traitement du signal. A�n d'introduire la m�ethode,
nous proposons ici une analogie entre les signaux �etudi�es et

les �etats d'un syst�eme physique. D'autres arguments, s'ap-
puyant sur des r�esultats de th�eorie de l'information, ou des
r�esultats de grandes d�eviations, peuvent être trouv�es dans
[1, 4].

Consid�erons par exemple un ensemble de k particules
d'un gaz discret dont nous �etudions les vitesses u =
[u(1):::u(k)]t dans une direction de l'espace, u(j) �etant la
vitesse de la particule j. Le vecteur u est appel�e micro�etat.

Consid�erons m r�ealisations de ce micro�etat, ces
di��erentes r�ealisations pouvant être simplement des mesures
�a des instants distincts. Nous observons le macro�etat x =
1
m

Pm

i=1ui au moyen d'un instrument de r�eponse H, c'est-
�a-dire que nous observons z = Hx. L'ensemble des m mi-
cro�etats d�e�nit une distribution empirique p = 1

m

Pm

i=1 �ui
,

dont la moyenne est le macro�etat : x = Ep[u].

Le probl�eme exp�erimental est le suivant : d�eterminer
une valeur physiquement acceptable du macro�etat x �a
partir des observations z, �eventuellement bruit�ees, de ce
macro�etat d�egrad�e par l'instrument de mesure. Il est en
g�en�eral possible de compl�eter cet �enonc�e par la connais-
sance d'une distribution typique ou le calcul d'une distri-
bution th�eorique des vitesses, compte tenu des contraintes
physiques. Consid�erons que ces micro�etats ont �et�e engendr�es
sous cette distribution �. On peut d�es lors chercher la dis-
tribution empirique la plus probable compte tenu des obser-
vations z, le macro�etat recherch�e �etant alors identi��e �a la
moyenne de cette distribution.

Remarquons d�es �a pr�esent que nous pouvons ainsi
ais�ement imposer des contraintes (par exemple une
contrainte d'appartenance �a un gabarit) au macro�etat : en
e�et, si � mesure un certain ensemble C, u prend ses valeurs



dans C et le macro�etat correspondant prend ses valeurs dans
l'enveloppe convexe de C.

La probabilit�e de r�ealisation de chaque distribution em-
pirique est une quantit�e d�ependant de �, que nous note-
rons Q(:j�). Les distributions empiriques suivent un prin-
cipe de grandes d�eviations de niveau 2 [2] dont la fonction
de taux (ou entropie) est la distance (ou information) de
Kullback-Leibler K(:; �) [5]. Ceci s'�ecrit :

Q(p 2 Aj�) � exp(�m inf
p2A

K(p; �))

avec K(p; �) =
R
log dp

d�
dp:

Notons Cp l'ensemble des distributions satisfaisant les

observations, c'est-�a-dire satisfaisant z = HEp[u]. Pour de
grandes valeurs de m, Q(:j�) charge un seul point de Cp,
celui v�eri�ant p̂ = argmin

p2Cp

K(p; �);

c'est-�a-dire : 8p 6= p̂ Q(p̂j�)�Q(pj�):
La distribution p̂ a donc in�niment plus de chances de

se r�ealiser, connaissant z et �, que toute autre distribution
de Cp.

Puisque l'on observe indirectement des moyennes, ou
macro�etats, c'est par cons�equent le macro�etat x̂ = Ep̂[u]
qui a in�niment plus de chances d'être �a l'origine des ob-
servations z que tout autre macro�etat. C'est lui que nous
retiendrons donc pour estimateur.

Ces principes peuvent se formuler comme suit :
8<
:

p̂ = argminpK(p; �);
x̂ = Ep̂[u];
z =Hx̂:

(1)

La distribution p̂ s�electionn�ee est la distribution la moins in-
formative par rapport �a � et aux donn�ees. Tout autre choix
incorporerait des informations suppl�ementaires puisque l'on
choisirait alors une distribution ayant in�niment moins de
chances de se r�ealiser que p̂. Ce choix serait donc plus com-
promettant.

Au lieu de raisonner au niveau des distributions et de mi-
nimiser explicitement une information de Kullback, il est
possible de reformuler le probl�eme directement en termes de
macro�etats. Soit Cx l'ensemble des macro�etats satisfaisant
les donn�ees, et soit x 2 Cx. Parmi toutes les distributions
de moyenne x, la plus susceptible de se r�ealiser est celle qui
maximise la probabilit�e Q(:j�), c'est-�a-dire celle qui mini-
mise K(:; �). La probabilit�e de r�ealisation R du macro�etat
x peut donc être quanti��ee par

R(x 2 B) � exp(�m infx2B F(x)),
avec

F(x) = inf
fpjx=Ep [u]g

K(p; �):

Ce passage du niveau des distributions empiriques au
niveau des moyennes empiriques est appel�e A principe de
contraction B en th�eorie des grandes d�eviations. Il permet
de passer d'une entropie K(:; �) de niveau 2 �a une entropie
F(:) de niveau 1. Une formulation (dite formulation primale)
�equivalente du probl�eme est alors :

(primal) x̂ = arg min
fx:z=Hxg

F(x):

Cette derni�ere formulation consiste donc �a retenir pour es-
timateur un �el�ement de l'ensemble des macro�etats compa-
tibles avec les donn�ees : celui x̂ associ�e �a la distribution em-
pirique p̂ de probabilit�e maximale.

Remarquons que si K(p; �) est une mesure de l'infor-
mation apport�ee par la probabilit�e p relativement �a �,
alors F(x) est une mesure de l'information du macro�etat x
d�eduite par contraction de K(p; �). Nous s�electionnons donc
le macro�etat le moins informatif au sens de l'information de
Kullback, c'est-�a-dire le moins compromettant.

3. R�ESOLUTION DU PROBL�EME

La minimisation sous contrainte de l'information de
Kullback (1) se r�esoud classiquement par mise en oeuvre
de la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange et de la
th�eorie de la dualit�e [7]. Le vecteur � de multiplicateurs
de Lagrange permet de d�e�nir la famille exponentielle en-
gendr�ee par �

dp�(u) = exp
�
�
t
Hu� logZ(�)

�
d�(u)

dont p̂ est �el�ement. Z(�) est la fonction de partition assu-
rant la normalisation

R
dp�(u) = 1.

Ce syst�eme peut être r�e�ecrit sous la forme dite duale :

(dual)

8<
:

�̂ = argmax�D(�);
D(�) = �

t
z � logZ(�);

x̂ = Ep�̂
[u];

D �etant une fonction concave, dite fonction duale, de �. La
r�esolution repose sur une bijection entre z et �̂ : �a tout z
correspond un unique �̂ tel que D(�̂) = K(p̂; �) = F(x̂),
et �̂ est le vecteur de multiplicateurs de Lagrange associ�e
aux donn�ees z selon

z =
@ logZ(�)

@�

����
�=�̂

:

Ce syst�eme permet donc de trouver un vecteur de pa-
ram�etres de Lagrange �̂ unique r�ealisant l'ad�equation aux
donn�ees. La d�etermination de l'estimateur, c'est-�a-dire de la
moyenne de p�̂, se fait ensuite par relation primale-duale :

x̂ = x�̂ = Ep�̂
[u] =

@ logZ(�)

@(H t
�)

����
�=�̂

:

Notons que le probl�eme se r�esoud en maximisant la fonction
duale car F n'a, dans beaucoup de cas, pas d'expression
explicite.

Prise en compte du bruit : il est possible de prendre en
compte un bruit additif et sa statistique en appliquant la
même m�ethodologie. Il su�t en e�et d'appliquer le raison-
nement pr�ec�edent �a l'objet �etendu ~x = [ xt n

t ]
t
et �a la ma-

trice d'observation �etendue ~H = [H I ], l'�equation d'ob-
servation s'�ecrivant : z =Hx+ n = ~H~x:

La m�ethode de r�esolution expos�ee pr�ec�edemment s'ap-

plique donc au probl�eme bruit�e en choisissant une mesure
de r�ef�erence ~�(~x) = �(x)
�N(n): Dans le cas d'une mesure
de r�ef�erence gaussienne pour le bruit, la nouvelle fonction
duale s'�ecrit : ~

D(�) = D(�)� 1
2
rn�

t
�:

4. APPLICATION

Nous avons �etudi�e l'application de la mmem �a la restau-
ration de m�elanges de populations en contrôle non-destructif
(�echographie ultra-sonore de milieux inhomog�enes strati��es)
et en spectroscopie.



En contrôle non-destructif, on cherche �a caract�eriser des
interfaces entre couches : on cherche donc des pics, positifs
et n�egatifs, sur un fond continu. Une mesure de r�ef�erence
constitu�ee d'un m�elange de deux distributions de Laplace
(mesure double-Laplace) rend bien compte de cet a priori

[9] : les �echantillons tir�es avec la loi de grande variance
rendent compte des pics, ceux tir�es avec la loi de faible va-
riance rendent compte du fond et des inhomog�en�eit�es du
milieu.

En spectroscopie, on recherche des raies, c'est-�a-dire
des pics positifs sur un fond homog�ene. On rend compte
de ces hypoth�eses en choisissant �a nouveau pour mesure
de r�ef�erence un m�elange de distributions, en l'occurence
un m�elange de deux distributions gamma (mesure double-
gamma), ce choix garantissant la positivit�e de l'estimateur.

Nous exposons ci-dessous les cinq points principaux de
la r�esolution :

1. Choix de la mesure de r�ef�erence :

On note � le param�etre de m�elange des lois.

~�(~x) = �(x) 
 �N (n);
�(x) =

Q
i �i(x(i));

�N(n) =
Q

i
�Ni

(n(i));

�Ni
(n(i)) = 1p

2�rn
exp

�
�

n(i)2

2rn

�
:

� Mesure double-Laplace :

�i (x(i)) = �

2rl
exp

�
�
jx(i)j
rl

�

+1��
2rs

exp
�
�
jx(i)j
rs

�
:

� Mesure double-gamma (x(i) > 0) :

�i(x(i)) = �

b
a1
1 �(a1)

x(i)a1�1 exp
�
�

x(i)

b1

�

+ 1��
b
a2
2 �(a2)

x(i)a2�1 exp
�
�

x(i)

b2

�
:

2. Calcul analytique de la fonction duale :

On pose : k =H
t
�.

� Mesure double-Laplace :

~
D(�) = �

t
z � 1

2
rn�

t
�

�
P

i
log

�
�

1�r2
l
k(i)2

+ 1��
1�r2

s
k(i)2

�

avec la contrainte : supi(rlk(i))
2
< 1.

� Mesure double-gamma:

~
D(�) = �

t
z � 1

2
rn�

t
�

�
P

i
log

�
�

(1�b1k(i))a1 + 1��
(1�b2k(i))a2

�

avec la contrainte : supi rlk(i) < 1.

3. Calcul analytique de la relation primale-duale:

� Mesure double-Laplace :

x�(i) = 2k(i)
�

�r
2
l

(1�r2
l
k(i)2)2

+
(1��)r2

s

(1�r2
s
k(i)2)2

�
=�

�

1�r2
l
k(i)2

+ 1��
1�r2

s
k(i)2

�
:

� Mesure double-gamma:

x�(i) =
�

� a1b1
(1�b1k(i))a1+1 +

(1��) a2b2

(1�b2k(i))a2+1
�
=�

�

(1�b1k(i))a1 +
1��

(1�b2k(i))a2

�
:

4. Calcul num�erique de �̂ = argmax�D(�).

La fonction D est une fonction concave dont le gra-
dient s'�ecrit simplement: gradD = z � rn� �Hx�:

Notons que la relation primale-duale pourra avanta-
geusement être utilis�ee pour calculer ce gradient. Cette
fonction se maximise donc par des algorithmes clas-
siques, de type gradient ou gradient conjugu�e. Lors
de la mise en oeuvre, il sera n�ecessaire de proc�eder �a
un r�eglage de deux hyperparam�etres, �a savoir la va-
riance rn du bruit qui d�etermine le compromis entre
la con�ance en les donn�ees et la solution par d�efaut,
et le param�etre de m�elange �. Les autres param�etres
de la loi de r�ef�erence sont ajust�es en fonction de l'his-
togramme des observations.

5. Calcul num�erique de x̂ par relation primale-duale :

x̂ = x�̂ = Ep̂[u]:

Fonction de transfert du crit�ere : un traitement par mmem
avec une mesure de r�ef�erence donn�ee peut être caract�eris�e
de fa�con simple par une A fonction de transfert B donnant la
restauration x̂ en fonction de l'observation z pour H = I .
Sous cette hypoth�ese, chaque �echantillon de la reconstruc-
tion ne d�epend que de l'�echantillon correspondant des ob-
servations. Cette �etude peut être compl�et�ee par l'�etude du
comportement de la relation primale-duale en fonction de k.

5. SIMULATIONS

Nous pr�esentons dans cette section quelques r�esultats de
simulation.

Dans le cadre du contrôle non-destructif (ici de la
g�eophysique), on s'e�orce de retrouver des r�eecteurs amples
et rares au milieu de petits r�eecteurs plus denses. De tr�es
nombreux mod�eles probabilistes ont �et�e employ�es pour y
parvenir : Bernoulli-gaussiens, gaussiens g�en�eralis�es (normes
Lp), etc... Certaines �etudes du caract�ere non-gaussien des
coe�cients de r�eexion des logs de puits [9, page 1045]
ont montr�e qu'un m�elange de lois de Laplace, o�rant la
possibilit�e d'avoir un coe�cient d'aplatissement normalis�e
sup�erieur �a 6, �etait de ce fait mieux adapt�e qu'un mod�ele
gaussien g�en�eralis�e.

Nous avons utilis�e la s�equence de test classique de
Mendel, convolu�ee par l'ondelette de Ricker au contenu
spectral tr�es pauvre. Le rapport signal �a bruit est de 7 dB, ce
qui repr�esente �egalement des conditions s�ev�eres. La mmem
a �et�e appliqu�ee en utilisant d'abord une mesure double-
gaussienne, puis une mesure double-Laplace. L'allure de
la fonction de transfert du second cas indique que nous al-
lons restituer des pics positifs et n�egatifs tout en att�enuant
les �echantillons de faible amplitude par e�et de seuil, ce qui
correspond �a nos desiderata. On observe une restitution sa-
tisfaisante des pics dans les deux cas. La restauration par
mesure double-Laplace est toutefois plus piqu�ee, puisque
cette mesure tol�ere plus de pics de grande amplitude qu'une
mesure double-gaussienne. La m�ethode s'av�ere en outre ro-
buste vis-�a-vis des hyperparam�etres de r�eglage et de la me-
sure de r�ef�erence, ce qui laisse augurer un bon comportement
pour un traitement de signaux exp�erimentaux.



Dans le cadre de la spectroscopie, nous avons utilis�e une
ondelette et un signal d'entr�ee synth�etiques, repr�esentatifs
de ce type d'application. La d�erive du fond de l'objet res-
titu�ee ici est couramment rencontr�ee en pratique. Nous nous
sommes plac�es sous un rapport signal �a bruit de 10 dB. Nous
avons compar�e la mmem �a la m�ethode du maximum d'en-
tropie classique (MaxEnt). L'allure de la fonction de trans-
fert indique que nous allons restituer des pics positifs, avec
un e�et de seuil att�enuant les observations de faible ampli-
tude. MaxEnt, qui est un cas particulier de la mmem utili-

sant une mesure de r�ef�erence de Poisson [3], manque ici de
souplesse puisque l'on ne dispose que d'un seul param�etre
(celui de la loi de Poisson) pour d�ecrire �a la fois le fond
(qui est variable) et la pr�esence de pics positifs. Il faut alors
A soustraire le fond B (avec les di�cult�es que l'on imagine
lorsqu'il y a beaucoup de pics) avant de traiter les donn�ees.
L'utilisation, comme mesure de r�ef�erence, d'un m�elange de
lois gamma permet d'obtenir la souplesse n�ecessaire pour
�a la fois suivre un fond variable et d�ecrire des pics positifs
dont les amplitudes sont ind�ependantes de ce fond.

Application au contrôle non-destructif
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Application �a la spectroscopie
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