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Annonces

Premier TD demain / mercredi
e Apportez votre ordinateur portable pour consulter la fiche TD.

e Quelques exemplaires papier seront disponibles, mais en
nombre limité.

Exercices PLaTon

e 125 étudiant.e.s ont complété les exercices
e 19 étudiant.e.s ont des exercices incomplets
e 31 étudiant.e.s ne sont pas enregistrés

Complétez les exercices dés que possible
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Complexité

Complexité asymptotique de temps dans le pire cas.
e asymptotique : vers |'infini
e temps : analyse du temps d'exécution d'un algorithme

e pire case : limite supérieur indépendant des données

Notation asymptotique : taux de croissance d'une fonction
e ‘Grand 0" : fe€O(g) & f<xg
(croissance de f inférieur ou égal a g)

e “Grand Omega”" : f € O(g) & f =g
(croissance de f supérieur ou égal a g)

e “Grand Theta" : f € O(g) & f~g
(croissance de f égal a g)



Analyse asymptotique
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Analyse asymptotique
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Analyse asymptotique
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Analyse asymptotique
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Notation asymptotique

Définitions :
e Grand O : f € O(g) si
dc>0,n0:Vn>ng, [f(n) <clg(n),
e Grand Omega : f € Q(g,) Si
dc>0,n9:Vn>ng, [f(n)]>clg(n),
e Grand Theta : f € O(g) si
de, 0 >0,n9:Vn>ng, cilg(n)| <|f(n)| < elg(n)l,




Exercice

1. i(n)=3n+4
e O(n), O(n), O(nlogn), O(n?),Q(n)
2. fr(n)=2n*>+n+3
e O(n?), O(n?),Q(n),Q2(n?)
3. f3(n) =n+logn _
e O(n), O(n), O(nlog n), O(n?),Q(n) e O
4. fa(n) = (n+2)logn
e O(nlogn), O(nlogn),0(n?),Q(n)
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Notation asymptotique

Exemples de complexités :
e linéaire ©(n), dont f(n) =an+ b (a>0)
e quadratique ©(n?), dont f(n) = an®+ bn+c (a»2)

Observations :
o(af(n)) = O(f(n)) @(Zv\) =0(w)

o(f(n) +g(n) = O(max(f(n),g(n)) @ (uls2zw)= O+
f € Q(g) est équivalent a g € O(f)
(g)

f € ©(g) est équivalent a f € O(g) et f € Q(g)
On écrit aussi f = O(g), f = O(g), f = Q(g)

fé 0(3\




Notation asymptotique

Exercices :

1. 1, €0(g) > A+ H e O(g)?

2. f,....,f,eO(g)—h+...+ € 0(g)?
3. 1€Qg),heO(g) > L+ 1h?

4. f€O(g) >g€O(f)?



Complexité pratique

O(f) est la “complexité de f" : terme dominant sans constantes
e Exemple : agn 4+ ag_1n971 +... € ©(n9), ag > 0
o f € O(g) < “O(f) inférieur ou égal a ©(g)"

On peut utiliser directement les comparaisons suivantes :

(1) < O(log n) < ©(v/n) < ©(n) < O(nlog n)

< 0(n*) < 6(2") < 6(n!)
Q’P%MZ”
En plus, si a < b, 9(/&5 n/< 9(@5’“)2

* O((log n)?) < &((log n)?) < (") (c > 0), I Coy)™® sy
J/%Jooom)<6%o_oaol)



Complexité pratique

O(f) est la “complexité de f" : terme dominant sans constantes
e Exemple : agn 4+ ag_1n971 +... € ©(n9), ag > 0
o f € O(g) < “O(f) inférieur ou égal a ©(g)"

On peut utiliser directement les comparaisons suivantes :

(1) < O(log n) < ©(v/n) < ©(n) < O(nlog n)
< 0(n*) < 6(2") < 6(n!)

En plus, si a < b,
e O((log n)?) < ©((log n)?) < ©(n°) (c > 0),
o O(n%) < ©(n*) < O(c") (c > 1),
e O(a") < O(b") < O(n!).
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Complexité

Complexité d'un algorithme



Bloc d’instructions

Pour un bloc constitué de n instructions instructiony :

complexite(bloc) = Z complexite(instructiony)
k

eG— 2
be— 3

<& -
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Calcul de complexité : instruction conditionnelle

Pour une instruction conditionnelle :

complexite(IF) = complexite(test)
+ max(complexite(blocIF), complexite(blocELSE))

13



Calcul de complexité : instruction itérative

Pour une boucle while exécutée n fois :
n—1
complexite(WHILE) = E complexite(testy)

k=0
n—1

+ Z complexite(block)
k=0

Pour une boucle for exécutée n fois :

n—1
complexite(FOR) = Z complexite(blocy)
k=0

14



Calcul de complexité : appel de fonction

Pour un appel fct(es, e, ..., e,) :

n
complexite(fct(er, ez, ...,€n)) = Z complexite(eval(e;))
k=1

+ complexite(corps)

15



Calcul de complexité : expressions et affectation

Pour une expression ou affectation :

complexite("x < (expression)”) = complexite(expression)
complexite("(expr1l) + (expr2)") = complexite(exprl)
+ complexite(expr2)

16



Exemple 1

Algorithme Funci

Données: entiers x, n

1. p1

2: i1 e Que calcule Func1?
3: while i < n do e complexite(Funcl)?
4: p<p-Xx

5: IR

6: end while

7: return p

17



Algorithme Funcl

Données: entiers x, n

p+1

i+ 1

while i < n do
pp-x
i—i+1

: end while

NP RPRE

: return p

// boucle exécutée n fois

/7 e@) |

complexite(Funcl) = 30(1) + Z 30(1)
i=1

Exemple 1 : exponentiation itérative

18



Exemple 1 : exponentiation itérative

Algorithme Funcl

Données: entiers x, n

1 p+1 //©(1)
2: i+ 1 //©(1)
3: while i < n do // test : ©(1)
4: pp-X // ©(1)
5: i—i+1 // ©(1)
6: end while // boucle exécutée n fois
7: return p // ©(1)

complexite(Funcl) = 30(1) + Z 30(1
_ 1)+ n-0(1) —e(n)
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Exemple 2 : exponentiation rapide

Algorithme Func2

Données: entiers x, n

1. p<1la+x

2: while n > 0 do

3 if n%2 =1 then

4: p<p-an<—n—1
5: end if

6 a<+ a-a, nen{Z

7: end while

8: return p

La boucle est exécutée au plus 1 + log, n fois.

19



Exemple 2 : exponentiation rapide

Algorithme Func2

Données: entiers x, n

p+1la+x
while n > 0 do
if n%2 =1 then
p<p-an<—n—1
end if
a<a-a n< n/2
end while

I RPE

return p

La boucle est exécutée au plus 1 + log, n fois.

1+Iog2 n
complexite(Func2) = Z o(1 = O(logn)

19



Multiplication d’entiers (TP1)

Algorithme MultEcole /ﬁ. 5, \/\7
1. p«<0 ’
2: foride0an—1do

: " 3: acc<+ 0, r«0
Algorithme MultNaive ’

g érﬁ) 4: for jde0an—1do
1: acc <0 5: X< bi-aj+r,
2: foride0ab—1do 6: r e x/10
3 acc <—acc + a4 7 acc + acc + (x%10) - 10/
4: end for 8: end for
5 (BN Eee 9:  acc < acc+r-10"

10: p <+ p+acc-10
11: end for

Q(b):@(r@“) 12: return p Z)
nk — b Ayood @v\(;:/'/mcx(&j a,@jé 20




Multiplication d’entiers (TP1)

Algorithme Multl

Algorithme Karatsuba

1

6:

if n=1 then return a-b

2: p1 < MuLT1(ag, bg, n/2
3: pp « Murrl(ag, by, n/2
4:

5: py < Murtl(ay, by, n/2

)
)
p3 < Murrl(ay, bs, n/2)
)

return p; - 1027/2
+ (p2 + ps3) - 1072 + p,

1:

if n=1 then return a-b

2: q1 < KARATSUBA(ag, bg, n/2)
3: > + KARATSUBA(a; — aq,

bg - bd, n/2)
g3 + KARATSUBA(ay, by, n/2)

return q; - 1027/2
+(q1+ a3 —q2) - 1072 + g3

21



Diviser pour régner




Diviser pour régner

Une technique que :
e réduit un probléme en un ou plusieurs sous-problémes,
e les résout récursivement,

e et aprés fusionne les solutions.
Exemple : algorithme de Karatsuba, tri rapide, ...
Intérét : code simple, potentielle efficacité

Limitations : difficulté de compréhension, utilisation de la mémoire

22



Diviser pour régner

Algorithme Karatsuba(a, b, n)

PR AP PRE

—
==
=]

if a<0etb<O0then return KARATSUBA(|a|, |b|, n)
if a<0oub <0 then return —KARATSUBA(|a|, |b|, n)
if n=1then return a-b

ag < le nombre composé des n/2 chiffres les plus a droite dans a
ag + le nombre composé des chiffres suivants de a
by < le nombre composé des n/2 chiffres les plus a droite dans b
bg < le nombre composé des chiffres suivants de b

p1 < KARATSUBA(ag, bg, n/2 + n%2)
p2 < KARATSUBA(a; — aq, by — by, n/2 + n%2)
p3 < KARATSUBA(ay, by, n/2)

—_—

. return py - 10272 4+ (py + p3 — p2) - 1072 + p3

23



Diviser pour régner

Probléme = sous-problémes + opérations (préparation / fusion)

Complexité : donnée par la récurrence
C(n) = aC(n/b) + f(n),

ool
aveca>1let b > 1. J > a s
&:«QNPQS

c <V|/é
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Diviser pour régner

Probléme = sous-problémes + opérations (préparation / fusion)

Complexité : donnée par la récurrence
C(n) = aC(n/b) + f(n),
aveca>1let b > 1.

Notations :
e n : taille du probléme

e a: nombres de sous-problémes
e n/b : taille des sous-problémes
e f(n) : colit de gestion en dehors des appels récursifs

24



Exponentiation rapide

Algorithme Pow

Données: entiers x, n
Résultat: x puissance n

1: if n=0 then return 1
n we
2: p+ Pow(x-x,|n/2]) x = (x%)
3: if n%2=1then p+ p-x nPaAf
4: return p

25



Exponentiation rapide

Algorithme Pow

Données: entiers x, n
Résultat: x puissance n

1: if n=0 then return 1

2: p+ Pow(x-x,|n/2])

3: if n%2=1then p+«+ p-x
4: return p

Complexité :7

25



Exponentiation rapide

Algorithme Pow

Données: entiers x, n

VA
Résultat: x puissance n (POW ( / 9)
(1: if n =0 then return 1 ‘PD\A) ((’\/ L) )

2: p + Pow(x- x, [n/2]) W
3. if n%2 = 1 then pp-x ‘OW(’(6’27
EX1) [4: return p %w (256/ ’()
] o Fi%w )
omplexité : ©(log n) FKf 2l
(chaw 25¢

25



Diviser pour régner — Cas logarithmique

Probléme = sous-problémes + opérations (préparation / fusion)

Sia=1:(m seul sous/pto}/efm) o
C(n) = C(n/b) + f(n < ) ()
= C&'/bz)qtﬁ(%) 20w
:((‘35/5:)4- RClb2 ) L)l

= Z 4Gt

26



Diviser pour régner — Cas logarithmique

Probléme = sous-problémes + opérations (préparation / fusion)
Sia=1:

[logy, n]

C(n) = C(n/b) + f(n Z f(b)

Sia=1, f(n) =©(1), alors C(n) = ©(log, n).

e Exemples : recherche dichotomique, exponentiation rapide.

26



Algorithme Karatsuba(a, b, n)

if a<0etb<O0then return KARATSUBA(|a|, |b|, n)
if a<0oub <0 then return —KARATSUBA(|a|, |b|, n)
if n=1then return a-b

S(a)

ag < le nombre composé des n/2 chiffres les plus a droite dans a
a 1 ag + le nombre composé des chiffres suivants de a
W

by < le nombre composé des n/2 chiffres les plus a droite dans b
bg < le nombre composé des chiffres suivants de b

p1 < KARATSUBA(ag, bg, n/2 + n%2)

Po ﬁmag — ad, bg — by, n/2 + n%2)
p3 = KARATSUBA(aqg, by, n/2)

1
Q(fl) {111 return p; - 102"/2 4 (py + p3 — p2) - 10”2 + p3

ac? ,2’4(/2 —7L:2 , ,(fG\):G(\A

PP AP PRE

=

27



Complexité : C(n) =3C(n/2) + ©(n)

e Comment calculer une expression explicite ?

Possible de vérifier une réponse donnée :
e C(n) € O(n?)? Supposons f(n) < 10n, C(n) = 10n?
e 3C(n/2) + f(n) £ 10-3/4 - n?> + 10n < 10n* = C(n)
e Est-ce que C(n) € ©(n?)? Non, C(n) € O(n'°e23) 1

28



Diviser pour régner

Master Theorem



Diviser pour régner — Master Theorem

Theoréme

Si C(n) = aC(n/b) + f(n), avec f(n) = O(n)
e sia<b:C(n)=0(n)
e sia=b:C(n)=0O(nlogn)
e sia>b:C(n)=0(n"e?)

Karatsuba : a=3,b=2 — @(n|0gz 3)

29



Diviser pour régner — Master Theorem

Theoréme (Master Theorem) (étee (feme '_ nﬁyj,,e-
Si C(n) = aC(n/b) + f(n),
—> e si f(n) = O(n°), pour ¢ < logy a, alors C(n) = ©(n'&s2),
H‘D’> e si f(n) = ©(n'°8s2), alors C(n) = ©(n'°8s?log n),

o si f(n) =Q(n°), pour c > log, a, alors, C(n) = ©(f(n))
(en supposant que o < 1 existe tel que a- f(n/b) < o - f(n), n > no |
1,89

@
)érm‘—?qlm’ . Q:Z '522 . g(v\) :@(m"\ M%}
—> (@) =0 (“65"?/ L < ,&5?3 < Qsjq[fsz 30



Diviser pour régner

Majorité absolue



Probléme : majorité absolue

Soit un tableau de n éléments (couleurs de pixels dans une image,
nombre de voix dans une élection, etc).

Existe-t-il un élément majoritaire, c.a.d. présent plus de n/2 fois?

31



Majorité absolue : algorithme naive

Algorithme MajNaif( T, n)

1: for x € T do m(P“
2 Compter le nombre d’occurrences ¢ de x dans T 9(\0\
3: if ¢ > n/2 then return x

4: end for

5: return pas_de_majorite

Complexité : ©(n?)

32



Majorité absolue : diviser pour régner

Algorithme MajRec(T, n)
if n =1 then return T|[0]
my < MAIREC(T[0..n/2], n/2) T r-f l ‘\
m2 + MAJREC(T[n/2..n].n — n/2)
if my = m, then return my 9] “h A
if m; # pas_de_majorite then
if COMPTER(T, n,my) > n/2 then return m; @(V\)
end if
if m, # pas_de_majorite then
if COMPTER(T, n,m;) > n/2 then return my
end if
. return pas_de_majorite

S?P?h‘?’.‘.".’:‘???!\.’!—.‘

==
= O

Complexité :

Q:Z b= 2 QC"‘)'— (w\ 33



Majorité absolue : diviser pour régner

Algorithme MajRec(T, n)

if n =1 then return T|[0]

my < MAJREC(T[0..n/2], n/2)

my <— MAJREC(T[n/2..n],n — n/2)
if m{ = m, then return m;

if m; # pas_de_majorite then

if COMPTER(T, n,my) > n/2 then return m;
end if
if m, # pas_de_majorite then

if COMPTER(T, n,m;) > n/2 then return my
end if
. return pas_de_majorite

P PIPRPPE

==
= O

Complexité : C(n) =2C(n/2) + ©(n) = ©(nlog n)

83
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