Filtres Numeriques

Geénéralités
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ndl Transformée en Z

Cas continu :

e(t):s(t)+Rc% H(p)=Lp) H(f)=H(p)| _,.,

E(p)

discretisation :

s[nT,]-s| (n-1)T, |

€

e[nT,|=s[nT,|+RC

H (Z) — > (Z) H ("f ") =H (Z)‘Z:ejZﬂf

E(2)
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Transformée de Laplace d’un signal échantillonné :

~+00

X.(p)= J' x.(t)e "dt avec x,(t)=x(nT,)

—00
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m( Transformée en Z

+00 400

X.(p)= D x[n]e™" => x[n]z" avec z=e""
N=— N=—o0
00
X(z)= > x[n]z™"
N=—00
Y
N
A .':;:2 I 0 %
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e Propriétés

linéarité

wnl=axn+by|n] LA W(z)=aX(z)+bY(2)

Décalage temporel (théoreme du retard)

wln] =z[n—m] == W(z)=z""X(2)

Convolution (théoreme de)

w [n] = x|n] *xyn] 14, W(z) = X(z) Y(2)
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i

Systemes LIT

Fonction de transfert discrete :

Causalité

H(z)= Y h[n]z"

N=—o0

y[n]= > h[m]x{n-m]

Stabilite
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e Filtres numériques

Equations aux différences

p q
yn] = — Z a;yn —1i] + z bix|n — i
=1 1=0

Fonctions de transfert rationnelle

q
bz~
X (2) P
14+ > a;z™"
1=1

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005



ol ... (suite)

Pdbles et zéros
q

gy 2 T

)

H(z)=— 2=
D(z) 1+Zaiz‘i

[1(

=1

Zéros de transmission

z= = N(z)=0 = H

Poles

1-pz
l-az™

0

(2)

z=a;, = D(z)=0 = H(z)>w

| stable si |o;| <1
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b Fonction de transfert :

amplitude, phase et tem

g

1=1

H(z)=

N(z)_H(l_'B‘Z_l)
D(Z) N ﬁ(l—aiz_l

0S de groupe
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anil

98  Specifications en amplitude

Gabarit (linéaire)

1:I|E "
2

R, (dB)=20log,, (?—zj R, (dB) =20log,, (A)
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Phase linéaire
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{a) Entrée
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X(p ( fh, fv) — ej(2ﬁ¢h(fh)+2”¢\'(fv))

Xmod(fh’ fv)z‘x(fh’ fv)

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005

12



Filtres numeriques

Filtres RIF (FIR)
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ndl Phase linéaire

x(t) = Ay sin (27 f1t) + Ag sin (27 fot)

y(t) = k1 Aqsin (27 fit + @1) + ko Az sin (27 fat + ¢2)

y(t) = ka(t —7)

y(t) = k1 Ay sin 27 fy (t + ;}1) + ko Ag sin 27 fo (t + 5oF )

¥1 _ L2
27 f1 27 f2

donc o(f) = —2nxfT + o
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ol ... (suite)

Temps de groupe

1 d(-27zfr+e,)
T (f) Y df -

Condition

* h(t) doit étre symétrique ou antisymetrique
* Non realisable avec les filtres analogiques
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e Synthese

methode de la fenétre

o Spécification en frequence sous la contrainte d’une reponse
Impulsionnelle symétrigue ou anti-symetrique.
e Filtre idéal :

H(f) = {lsi 1< fe,

0 sinon
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~ Aparté 1

(Fonctions rectangle et sinus cardinal)

=ala AR A

1 0f | f]<f, 2f sinc(2f.t) = 2. sin(z2ft)

rect(f/2fc)={

0 else. w2 ft
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B Réponse impulsionnelle finie

2f.sinc(2f.t) sl |t| < ty,

h(t) =
24 {0 sinon

(JW 5¢)
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Aparte 2

(theoreme du fenétrage)

TF

’ TX(U)Y(]‘ —v)dov

TF



m Longueur de la fenétre
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ml Fenétres

(a) Fenétre rectangulaire

U L

{(d) Fenétre de Hamming

N

{e) Fenétre de Blackman

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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i

Fenétres

Feneétre largeur du lobe amplitude lobe largeur bande de atténuation (A4)
principal secondaire transition (f. — f})

p 0.92

rectangulaire ~ —13.3dEB N 20.94B
! 1 _

Bartlett N —26.5dB N 26dB
! 31T

Hanning — —31.5dB - 43.9dB
4} d:'"; rd

Hamming N —42.7dB T' 54.5dB
© 5.56

Blackman_ ~ —h8.1dB N 75.3dB

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005

22



ndl Filtre obtenu

DS U T T T T T

0.05 0.1 0.15 0.2

1.01} - 0.015}
1.005} 0.01}
17 0.005 ¢
0.995} ol
Ladl ~0.005}
0.985} |

098}
~0.015}

0.975}

007 008 009 01 0.1 014 015 016 017 0.18
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e Phase
i
‘u’\f\ [\ /\ /\/\v'
- VTV Systeme causal
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h(t)*5(t—t, )—"—H(f)exp(-j2rf t,)

T(f)=t,
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mf Phase (cas discret)

Soit h[n] = h(nT,) et LT, = t;, alors,

Causaliteé :

h[n]*S[n—L]—F > H [k][exp[_jzﬂl L)

N coefficients : | = ——

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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e ... (suite)

H[f]] 1 =) 1

) l\ l\ A | 1] | l\ I\ N
} \I AN - \} N\

Tl 4 Tl 55
| |
F, F,
2 2
(a) Filtre ayant un nombre impair de coeffi- (b) Filtre ayant un nombre pair de coeffi cients
cients (13) (12)
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m Types de filtre (exemple)

Re(H(f))
h[n]

_E _TFG %‘— 1;1—'-!
(a) FIR Type I

(c) FIR Type III
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stabilite et equation aux différences

Réponse impulsionnelle : h[n]

Fonction de transfert :
k;@h[k]z_k Zh[k]z‘k DEQZNY)
) _

Equation aux differences : Y (z

N-1 N-1

:kzzc;h[k]x (z)z7*=>"bX(z)z™"

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005

( Réponse impulsionnelle, fonction de transfert,
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M |mplantation yin]=Y.bx[n-K

x[n]
x[n — 1] z[n — 2] x[n — N + 1] ‘I[n - 1}
z[n] 2=t T x[n — N +1]

(b) Données four-

. nies par le traite-
(a) Chaine de retards p

. . L ment
z[n — 1] z[n — 2] rn — N +1] z|n| - bo
x[n] ,—1 =1 S o~ 1 Tn = 1- b1
—— S | l zln — N +1]-by_1
\ / by \ !__." by \ _,.-"': ba \ _.r".: b1 , .
W A% A% W {d) Donnees fournies par le
(c) Produit terme a terme traitement
rln — 1] rln — 2] rn— N + 1]

1) . —1 »—1 - .1 _‘
7 7 yn] = E blk|z[n —

Y _.r" kY / kY J/ AN 4 b
-‘.. .:-' '_\. .:_. J'\I _ 1

J\ J\ F[\ (f) Dmmees fourme's par le trai-
tement
. (1) -

— yln]

| I .'_ ’ )
J \\\ /
_—

(e) Somme des produit terme a terme
O.venara - ESIEE/SIG T EL - ZUUD



...(sulte)

memaoire 1

memoire 2

_|_

Accomulatenr

FIG. IV.13 — Multiplieur-accumulatenr
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e Algorithme

1. Le nouvel échantillon x| est range au debut du tableau de donnee et I’accumulateur est mis a 0.
2. Boucle de traitement sur le nombre de coefficients (V). compteur de coefficients est mis a 0.

(a) Multiplication de la donnée et du coefficient courants et accumulation au résultat précedent
dans I"accumulateur.

(b) Siencore des coefficients a traiter, incrémentation du compteur de coefficients et retour al’étape
2a: sinon aller a I"étape 3.

3. Le contenu de I’accumulateur est transfére vers la case memoire devant contenir le résultat du filtrage
(y par exemple).

4. Le tableau de donnees est prépare pour le prochain échantillon x[]. C’est I'étape de vieillissement
des donnees (figure IV.16) : on recopie le contenu de chaque case memoire dans la case memoire
immediatement supérieure en partant de I'adresse N — 1, 'adresse 1 se trouve ainsi disponible pour
recevoir le prochain échantillon en entrée du filtre.

LA

. on retourne a I'étape 1 en attente du prochain échantillon z]].

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005 31



(a) WVielllisement du tableau de
donnée

N -1 xn — N + 3]

N xn — N + 2]

(b) Tablean de donnée apres
vielllisement

F1a. IV.16 — Gestion du tableau de donnees

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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Filtres numeriques

Filtres RII (IIR)

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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i Etapes de conception

* Prototype analogique
- Fonctions d’approximation

e Transposition numérique
— Transposition p—>z
— Structure de réalisation

o Methode numérique directe : Yule Walker
— Méthode par optimisation

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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Transformation p—->z

+00
)2r f -
J
ejz;zFTe
F%
2
— Fe
2
—o0 f . fréeguence analogique

F : fréequence numérique

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005 35



e ... (suite)

 Transformation bilinéaire :
 Réalise une relation bijective entre les frequences analogiques
et les frequences numeriques.
 Repose sur I’approximation de I’intégrale continue par la
meéthode des trapezes.
t n
y=xwduy =37 % Xk 1)

—0 k =—00

Y(p)X(p) Y(z):.X(z)
21-7"
p

T 147t

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005 36
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de Laplace

L5
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e ... (suite)

1
p| _21-z 1 7 f =Titan(7zFTe)

=j2rf -

" Te1+2 exp(j27FT,) -

7ty 4
J2rf
A
j2nFT,

€

kT, \
> > / >
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ndl Prédistorsion

_______________________________________

U FA g2

\/J
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Synthese

 Définition du gabarit numeérigue en fonction de I’application.
« Prédistorsion des frequences caracteristiques du gabarit (f;, f,).
o Ce gabarit predistorsion est utilise pour calculer un filtre
prototype analogique en utilisant les fonctions
d’approximations :

 Butterworth

 Tchebycheff |

» Tchebycheff II

e Elliptic (Cauer)
o Le filtre prototype analogique est transformé en filtre
numérique avec la transformation bilinéaire qui supprime la
prédistorsion introduite a I’étape préecédente. Ce filtre respecte
alors les contraintes du gabarit numerique.
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e Filtres numériques

Equations aux différences

p q
yn] = — Z a;yn —1i] + z bix|n — i
=1 1=0

Fonctions de transfert rationnelle

q
bz~
X (2) P
14+ > a;z™"
1=1

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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mf  Caractéristiques des filtres RI|

e Filtres de Butterworth

1  Défini par son ordre N et sa fréquence de
H(D[ =

2N coupure f..
1+[fj * Fonction de transfert en module monotone.

c

% Butterworth filter

% sampling frequency : 16 kHz

% Fp : 1800 Hz

% Fa : 4000 Hz

% Rp :0.01dB % Ra: 50 dB

[N, Wn]= buttord(1800/8000,4000/8000,0.01,50);
[B,A] = butter(N,Wn);

H=freqz(B,A);

plot(linspace(0,1,512),abs(H))

08

0B+

0.4

02r

0

1 1 1 1 1 1 L L
0 0.1 02 03 04 05 0B 07 08 09 1
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ol ... (suite)

o Filtres de Tchebycheff |

1  Défini par son ordre N et la frequence
: ] délimitant la bande passante f, et ¢ I’'ondulation

en bande passante.
» Ondulation en bande passante et monotone en
bande atténuée.

% Chebyshev | filter

% sampling frequency : 16 kHz

% Fp : 1800 Hz

% Fa : 4000 Hz

% Rp:0.01dB

% Ra : 50 dB

[N, Wn] =

cheblord(1800/8000,4000/8000,0.01,50); [B,A] =

cheby1(N,0.01,Wn);

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 I H:erQZ(B,A);

plot(linspace(0,1,512),abs(H))

T\ () est un polynome de Tchebycheff d’ordre N
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ol ... (suite)

o Filtres de Tchebycheff Il

1  Défini par son ordre N, la frequence delimitant
f la bande atténuée f, et I’atténuation .
1+ &°T. 2 [Sj

H(f) =1-

» Monotone en bande passante et ondulation en
bande atténuée.

% Chebyshev Il filter

% sampling frequency : 16 kHz

% Fp : 1800 Hz

% Fa : 4000 Hz

05| 1 % Rp:0.01dB

% Ra : 50 dB

0.4t : [N, Wn] =

cheb20rd(1800/8000,4000/8000,0.01,50); [B,A] =

“ 1 cheby2(N,50,Wn);

o N T H=freqz(B,A);

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 plot(llnspace(O 1 512) abs(H))
T\ () est un polynome de Tchebycheff d’ordre N
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ol ... (suite)

o Filtres elliptique

1  Défini par son ordre N et la frequence

f délimitant la bande atténuée f,, la frequence

1+&°R°| ——— délimitant la bande passante f, et ¢ I’attenuation
\/ﬁ et I’ondulation en bande passante.

» Ondulation en bande passante et ondulation en

bande atténuée.

H(f) =

% Elliptic filter

26l | % sampling frequency : 16 kHz

% Fp : 1800 Hz

o6} ] % Fa : 4000 Hz

% Rp :0.01dB % Ra:50dB

04} . [N’ Wn] =
ellipord(1800/8000,4000/8000,0.01,50);
[B,A] = ellip(N,0.01,50,Wn);

L H=freqz(B,A);

T D:\I(;JlesiSunufooID;/nc?ane ratlonnel%oulhéﬁ@b glg%f;l‘glzr)da bﬁH))
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i Poles et zéros

Zéros de transmission

z= = N(z)=0 = H(z)=0

Poles
z=a;, = D(z)=0 = H(z)>w
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B

Butterworth

...(sulte)

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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B

Tchebycheff 11

...(sulte)

f

D 1 1 1 1 1 1 L 1 1
1] 0.1 nz 03 04 05 08 07 08 09 1
Ellipti

ah
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i

Group delay (samples)

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005

Temps de groupe

1 dg( f

)

T or  df

? T T T T T T T T T
— Butterworth
Chebyshey |
b — Chebyshev Il |H
— Elliptic

0.3

| | |
04 058 OB
Mormalized Frequency

0.7

os 04
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e ... (suite)

Fréquence d’échantillonnage : 16 kHz
Fp : 1800 Hz, Fs: 4000 Hz
Rp:0.01dB, Rs:50dB

a T T T T T = 2':'
Butterwarth 9 18l
Aok —— Tchebycheffl& |
—— Tchebycheffll B
— Elliptique 5 o L

20F =

=

N
-30F e

]

=

a1}
ant =

=

(]

=
A0 F @

s

()]

p=
B0F g
Jok
a0 1 1 I I 1 1 I 0 1 I I I 1 1 ]

a 1000 2000 3000 4000 AO00  BOOO 7000 8000 1 1000 2000 3000 4000 s00a BOOD 7000
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e Structure d’ |mplantat|on

P

yln] =— Zau n — i —|—Zbl n — 1

Forme directe |

Yn

z H B(z)———
(z)=B(z2) ()

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005 50



...(sulte)

Forme directe |1

" P H(2)= - B(2)
b1 VRN
! AQ2)
|b2
T
b3
B WY

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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e ... (suite)

Forme directe transposée I|

Xy 1 —(+) Y .
71 H(z) =m5(z)

- -a
Q-1 Q-
)|

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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B Quantification des coefficients

o La preécision finie des processeurs et des cases memoires
Implique la quantification des coefficients.

a =a, +Aa, el bi=b +Ab

e La modification des coefficients modifie la fonction de
transfert.

* Plus le filtre est d’ordre eleve, plus la pertubation
Introduite par la quantification est importante
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e ... (suite)

« sensibilité des coefficients a la quantification - cellules

d’ordre 2

Structure parallele

Structure cascade

-1 -2
b, +b,z7 +Db,z

-1 -2
1+a,z27 +a,z

=~ Yn

C
I/O/
b, +bz™"
1+a,z27" +a,z™" X b, +b,z7 +h,z7
X + n 1+a,27" +a,z™*

-1 -2
1+a,27 +a,z

Décomposition en élements simples

Factorisation spectrale

B(z) =  b,+b,z™ B(z) , ¥&+1+b,z"+b,z7
—=C0+Z 0—11 2 —=b01_[ 1—1 : 2
A(z) o 1l+a,2 +a,,z A(z) iol+a,z7 +a,z

O.Venard - ESIEE/SIGTEL - 2005
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e Quantification

Structure directe Structure cascade

20

S0+ 0

20
20

30 F

A0k
Ank

-850 + fnk

B0 F

B0
O

_BD | 1 | 1 1 1 | | 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000  BO0O0 7000 3000 1] 1000 2000 3000 4000 S000  BOOOD 7000 8000
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Factorisation spectrale

Magnitude Response

Magnitude (dB)

%calcul des racines

P=roots(A)

Z=roots(B)

% fabrication des polynomes d’ordre 2

%a partir des racines complexes conjuguées
Al=poly(P(1:2))

Bl=poly(Z(3:4))

A2=poly(P(3:4))

B2=poly(Z(5:6))

A3=poly(P(5:6))

B3=poly(Z(1:2))

% Cela peut étre fait automatiquement par la fonction matlab
% [sos,g]=tf2sos(B,A);

Pole/Zero Plot

Imaginary
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i

memaoire 1 memoire 2

_I_

| Accumulateur |

FIG. IV.13 — Multiplienr-accummlatenr

= (D)
Xp —\ ) Y,
“a “ b, -
OO
b
|
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Yn

Calcul

ACC=x(n)

ACC=ACC -a, x w(n-1)
ACC=ACC - a, x w(n-2)
w(n)=ACC

ACC=w(n) x b,
ACC=ACC + b, x w(n-2)
ACC=ACC + b, x w(n-1)
ACC

y(n)=ACC

w(n-2)=w(n-1)
w(n-1)=w(n)

S7



